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II. Mimoire sur les Quantitfa imaginaires. Par M. Buee, 
Communicated by William Morgan, Esq. F. R. S. 



Read June so, 1805. 

Des Signes + et — . 

1. v^es signes ont des significations opposees. 

Consideres comme signes d' operations aritkmttiques , + et — 
sent les signes, Pun deY addition, Fautre de la soustraction. 

Consideres comme signes d f operations gfometriques, ils in- 
diquent des directions opposees. Si Tun, par exemple, signifie 
qu'une ligne doit etre tiree de gauche a droite, Fautre signifie 
qu'elle doit etre tiree de droite a gauche. 

2. Remarque. Lorsqu'on decrit une ligne d'une longueur 
determinee, dans une direction determinee, on fait deux 
choses: i°. on donne a cette ligne sa longueur; 2 . on lui 
donne sa direction. La premiere de ces operations est pure- 
ment arithmetique. La seconde est purement giomttrique. Dans 
la premiere on fait abstraction de la direction. Dans la se- 
conde on fait abstraction de la longueur. Lors done qu'on 
reunit ces deux operations, on fait reellement une operation 
arithmetico-gSometrique. Ainsi, lorsque je parlerai d 'operations 
geomHriques, je n'aurai en vue que les directions des lignes, 
abstraction faite de leurs longueurs. Revenons aux signes -}~ 
et — . 

3. En general lorsque -J- et — ne signifient pas simple- 
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ment, Fun Paddition, et Pautre la soustractlon, pour savoir 
ce que — signifie devant une lettre, il faut savoir ce que sig«* 
nifieroit + devant cette meme lettre, et prendre pour — la 
signification opposee. 

Si, par exemple, -f 1 signifie un temps passe , — t signifie un 
temps futur egal. Si -\- p designe une propriite, — p designe 
une dette de meme valeur, &c. 

4. II est important de remarquer ici que, lorsqu'une chose 
designee par -f- /, une ligne, par exemple, change de situation 
dans le courant d'une operation arithm^tico-geom^trique, et 
qu'en consequence cette ligne a successivement plusieurs situ- 
ations (qui tout.es- sont designees par 4"0 & ne suffit pas, 
pour connoitre la situation designee par -~ /, de connoitre une 
de celles qu'on designe par +/; il faut encore savoir a 
laquelle chaque ■— / est opposee. 

5. Ce detail nous, mene a la consequence suivante. 
Chacun des signes + et — a deux significations tout-a-fait 

difFerentes,. 

i°. Mis devant une quantity q, ils peuvent designer, comma 
je Tai dit, deux operations arithmetiques oppos6es dont cette 
quantite est le sujet. 

2 . Devant cette meme quantity ils peuvent designer deux 
qualites opposees ayant pour sujet les unites dont cette quan-* 
tite est composes 

6. Dans Palgebre ordinaire, c'est-a-dire, dans Falgebre 
consideree comme arithmetique universelle, ou Ton fait abstrac- 
tion de toute espece de quality, les signes -f" et — ne peuvent 
avoir que la premiere de ces significations. 

Par consequent, dans cette algebre ou tout est abstrait, une 
quantite isolee peut bien porter le signe + qui, dans ce cas* 
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fl'ajoute rien a Fid6e de cette quantity ; mais elle ne peut pas 
porter le signe — ( c'est un des principes fondamentaux de 
Mr. Carnot, dans son excellent traits intitule : Geometrie de 
Position.) En effet cette quantity etant suppos^e isol6e, si on 
Fajoute, ce ne peut etre qu'a z6ro ; si on la soustrait, ce ne 
peut etre que de z6ro. Le premier est possible ; mais le se- 
cond est absurde, C'est aussi ce que Mr. Frend a bien vu, 
dans ses 616mens d'algebre. 

Par consequent, toutes les ibis qu'on a pour resultat d'une 
operation une quantity pr£c6d£e du signe — , il faut, pour que 
ce resultat ait un sens, y considerer quelque quality. Alors 
Falgebre ne doit plus <§tre regard^e simplement comme une 
arithmetique universelle, mais comme une langue mathematique . 

7. Premiere remarque. Lorsqu'on a dit* que les signes 
-j- et — indiquoient deux sens opposes, on avoit en vue la 
seconde des significations que j'ai donnees a ces signes 
(No. 5) ; car etre susceptible d'un sens est une qualite. 

De meme, lorsqu'on a ditf* qu'une quantite negative etoit 
plus petite que z6ro, on avoit encore en vue cette seconde 
signification ; car ce n'est pas la quantite qui est plus petite 
que ztro ; c'est la qualite qui est inferieure a la nullite. Par 
exemple, si mes dettes excedent mes propridtes, je suis plus 
pauvre que si je n'avois ni propri£t6s ni dettes. 

8. Seconde remarque. Les deux significations de -f- et — 
ne peuvent pas avoir lieu en meme temps, relativement au 
m£me -j- QU au meme — ; car ce seroit faire signifier en 
m£me temps, au ra^me signe, une abstraction et une non- 
abstraction de toute qualite. Mais i°. ces deux significations 

* Voyez les Opuscules matbematiques de D'Alembert, Tome VIII. p. 270, 
f Euler, Introductio in Analysin Infinitorutn, T. II. p. 4, No. 3, 
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peuvent avoir lieu en meme temps pour deux + ou deux ~ 
differens. s°. Elles peuvent aussi avoir lieu pour le meme + 
ou le meme — -, en deux differens temps . 

Le premier cas arrive dans ce qu'on appelle la multiplication 
des signes. Le second arrive dans la solution d'un probleme. 
On sait en effet que, pour resoudre algebriquement uri pro- 
bleme, il faut d'abord traduire la question en langage alge- 
brique ; ensuite traduire les formules du langage algebrique 
en d'autres formules du meme langage ; enfin traduire celles- 
ci dans les operations qu'elles signiftent. Lorsqu'on traduit 
une question (dont Tobjet n'est pas quelque nombre abstrait) 
en langue algebrique, c'est la seconde signification (No. 5) 
qu'on doit attribuer aux signes ~f ou — . Dans la seconde 
traduction, c'est la premiere signification. Dans la ge. c'est 
la premiere ou la sde. ou toutes les deux a la fois (No. 2). 

II arrive dans toutes les solutions de problemes par Falge- 
bre ce qui arrive dans les plus simples regies de trois. 
Lorsqu'on traduit la condition de la question en une proportion 
g6om6trique, on pose les termes de cette proportion comme 
des nombres concrets, c'est-a-dire, comme des nombres d'unites 
auxquelles des qualites sont attachees. Lorsqu'on opere une 
multiplication et une division sur les termes de cette propor- 
tion ( c'est- a-dire, lorsqu'on fait la 3c des traductions dont 
j'ai parle) on regarde ces termes comme des nombres ab- 
straits. Lorsqu'enfin on traduit en langue vulgaire le r^sultat 
de ces operations, on regarde ce resultat comme un nombre 
concrei. 

g. Troisieme remarque. Selon la seconde signification 
donn6e (No. 5) aux signes + et — > ils designent deux qua- 
lites opposes ay ant pour sujets les unites dont une quantity 
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est composee. Or comme une quality ne pent £tre separ^e de 
son sujet, les signes + et — ne peuvent £tre s^pares de leurs 
unites. Dans la langue algebrique, ces unites sont des sub-* 
stantifs, et les signes + et ~, des adjectifs. Par consequent 
4- q et — q tiennent toujours lieu de + 1 • <? et — * • </> c'est- 
a-dire, de Funite +1011 — 1 (ayant une quality quelconque) 
prise q fois. Cette expression (q fois) marque que q est pris 
pour un nombre abstrait. De meme, si / et V designent des 
li-gnes, -{* I % I' et — / x V tiennent lieu de ~|- i\ I x /' et 
~ 1*. / x /', 1* etant une surface carree et / x /' un nombre 
abstrait Si / ou /' d^signoit une surface, alors -j~ / x /' et 
— / x V (qui auroient chacun trois dimensions, savoir, les deux 
dimensions de la surface et la dimension de la ligne) " tien- 
droient lieu de + 1 3 x //' et — 1 3 x //'. 

II en seroit de mdme de toute autre signification de / et de 
I 1 . On voit par la toute F^tendue de la signification des ad- 
jectifs + et — unis a leur substantif 1. 



Du Signe v — 1* 

10, Je mets en titre, Du signe V^i, et non, Be la quantiti 

ou De VuniU imaginaire s/ — 1 ; parceque V-~i est un signe 
particulier joint a Funite r^elle 1, et non une quantity particu- 
li£re. C'est un nouvel adjectif joint au substantif ordinaire 1* 
et non un nouveau substantif, 

Mais que veut dire ce signe ? II n'indique.ni une addition, 
ni une soustraction, ni une suppression, ni une opposition par 
rapport aux signes + et — . Une quantity accompagn^e de 

%/^hl n'est ni additive, ni soustractive, ni £gale a z€vo. La 

E 2 
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quality marquee par \/— i n'est oppos^e ni a celle qulndique 
+ , ni a celle qui est designee par — , Qu'est-elle done? 

Pour le decouvrir, supposons trois lignes £gales AB, AC, 
AD, (Plate II. Fig. 1.) qui partent toutes du point A. Si je 
d^signe la ligne AB par + 1 , la ligne AC sera — i , et la ligne 
AD, qui est une moyenne proportionelle entre AB et AC, sera 
n^cessairement V — 1% ou plus simplement, </~i- Ainsi 
V~^i est le signe de la perpendicularite', dont la propri&e 
caracteristique est, que tous les points de la perpendiculaire sont 
egalement eloignes de points places a egales distances, de part et 

d * autre de son pie. Le signe V — 1 exprime tout cela, et il est 
le seul qui Fexprime. 

Ce signe mis devant a {a signifiant une ligne ou une surface) 
veut done dire : quilfaut donner a a une situation perpendiculaire 
a celle qu'on lui donneroit, si Von avoit simplement -{- aou — a. 

1 1 . Voici une autre manicre de parvenir au m£me r£sultat. 

Soient AB, AD (Fig. 2.) deux cot£s contigus du carr£ 
ABCD. Supposons AB = + 1 , et par consequent AD = + 1 , 
et mettons en A le point de depart de la description des lignes 
AB et AD, ensorte que AB et AD portent le meme signe -f 
ou — , et que le carr£ ABCD soit positif. 

Maintenant faisons faire a ce carr£ ABCD un quart de re- 
volution autour du point A pris comme centre. Apres ce 
mouvement, le point B sera en B', le point C en C, et le 
point D en D'. Chacune des lignes AB, BC, CD, DA, 
prendra une situation perpendiculaire a celle qu'elle avoit, et, 
au lieu du carre ABCD, on aura le carre AB'C'D'. Or A etant 
le point de depart, il est clair que, si le carr£ ABCD est po- 
sitif, le carr6 AB'C'D' doit etre n£gatif, et vice versa. Par 
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consequent si ABCD ~ + 1* dont le cot6 AB ou BC ou CD 
ou DA est === + i, on a AB'C'D' = — 1 8 dont le cot6 AB' 
perpendiculaire a AB, ou B'C perpendiculaire a BC, ou C f D f 
perpendiculaire a CD, ou D'A perpendiculaire a DA est 

= + s/ — 1. On voit done que, si Ton donne a tous les cot6s 
d'un carr6 des positions perpendiculaires a eelles qu'ils ont, 
sans cependant changer leurs positions respeciives et en faisant le 
plus petit mouvement possible ( c*est-a-dire, en n'ajoutant pas le 
mouvement de. translation a celui de rotation ) on obtient le 

mftme r^sultat qu'en joignant le signe V — 1 an signe de ces 
cot^s. 



12. s/ — 1 n'est done pas le signe d'une operation arithme- 
tique 9 m d'une operation arithmeiico-geometrique (No. 2), mais 
d'une operation purement g^om^trique. C'est un signe de 
perpendicularity C'est un signe purement descriptif. JPappelle 
signe purement descriptif un signe qui indique la direction d'une 
iigne, abstraction faite de sa longueur. Ainsi les mots purement 
descriptif ont la m6me signification que les mots purement gio~ 
metrique (No. 2). 

13, II faut distinguer la perpendicularity indiqu^e par ce 
signe de eelles qu'indiquent les signes sin. et cos. Ces derniers 
signes ne peuvent pas indiquer la perpendicularity Tun sans 
Pautre, et meme si Fun et Fautre ne sont pas attaches a la 
fflfime quantity. Ainsi sin. a etcos.a indiquent bien la per- 
pendicularity de Fun a Fautre ; mais sin. a et cos. b ne Fin- 

diquent pas . as/ — 1, au con traire, indique relativement a a une 
situation perpendiculaire a eelles de -{-a et de — a. 

Sin, et cos, sont des signes artificiels . V — 1 est un signe 
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naturel, puisqu'il est une consequence necessaire des signes ~f 
et ■— < considers comme signes de direction, 

14, La perpendicularity indiqu^e par le signe V — 1 est une 
quality Par consequent une quantity accompagn^e de ce 
signe n'est pas une quantity abstraite, parceque ses unites ne 
sont pas des unites abstraites, 

15* Non seulemeut Punite affectee du signe %/ — 1 n*est 
pas une unite abstraite, mais elle peut etre regar dee comma 
line nouvelle indetermin^e introduite par ce signe. En effet, 
ce signe indique la perpendicularity mais il nlndique que 
cela. II nlndique pas le point de depart de la perpendiculaire. 
Si done ce point de depart n'est pas determine d'ailleurs, ce 
signe le laisse indetermine, Ainsi tandis que la longueur de la 
ligne perpendiculaire est constante, sa maniere d* etre perpendicu** 
laire est variable. De plus, soit AD (Fig. 1. ) Punite a laquelle 

le signe v — 1 est attache. Elle peut etre aussi bien AD' S 
AD" ? ou tout autre rayon du cercle DD'D"; puisque ce cercle 
etant suppose perpendiculaire au plan de ce papier, tous ses 
rayons sont perpendiculaires a la ligne CB qui est sur le plan 
de ce papier. 

16, Quoique la perpendicularity soit proprement la seule qua- 
lite indiquee par le signe \/-*-i 9 on peut lui faire signifier, 
au figuri y une qualite toute differente, pourvu qu'on puisse 
raisonner sur cette qualite , comme on raisonneroit sur la per- 
pendicularite m^me, Par exemple, si -f- s represente une 

somme possedee, et —s la meme somme due,je dis que $ v — 1 
peut representer la meme somme ni possedee ni due } parce- 
qu'on peut raisonner sur cette derniere somme relativement 
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aux deux autres, comme sur la ligne AD (Fig. 1.) relative- 
mentaux lignes AB, AC. 

En effet, de meme qu'un point quelconque de la ligne AD 
est 6galement distant des points de la ligne CD qui se trouvent 
au meme eloignement du point A, de meme une partie quel- 
conque de la somme qui n'est ni possedee ni due est dans une 
egale situation relativement aux parties 6gales de la somme 
possedee et de la somme due. La possession active 6tant done 
exprim^e par -j~> et l a dette on possession passive, par — , la 
negation, non pas de la somme, mais de sa possession soit active 

soit passive, peut toujours etre exprimee par s/ — 1. 

ij. On peut, d'apres cette idee, r^soudre facilement la 
question suivante, 

Probleme I. 

Un homme possede un nombre n de livres. II y a de plus 
un nombre n 1 de livres qui est par rapport a lui, ou une pro- 
prieie, ou une dette, ou une somme ni possedee ni due. Si Ton 
ajoute ensemble les deux nombres n et n' , on aura une somme 
x. Si Ton soustrait n f de n, on aura un difference y. Cette 
somme et cette difference sont telles que x~\-y—a, et xy — b 
(b 6tant une somme possedee ou due ou ni Vun ni V autre, et a 
xmepropriete). On demande i°. les valeurs des nombres n et 
n f ; 2 . si n f est une propriete ou une dette ou une somme ni possedee 
ni due ? 

D'apres P6nonc6 de cette question, nous avons les quatre 
Equations suivantes : x +jy ==tf ; xy=s b; n + n f ~x; n -*■ n'=:j a 
Ces quatre Equations donnent : -.---. 



xz=z — — 2-;jy=:< - — L w = ~ ; et ft — 
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Si 46 > a\ b 6tant positif, n f est une somme w/ possedee ni 

Si 46 < a% ou si 6 est negatif, n 9 est une somme ou possSdee 
on due, Dans ce cas elle augmente ou diminue la somme 
designee par n. 

Si b porte le signe \/ — 1, alors ri est en partie possedie ou 
due et en partie ni possedee ni due. 

18. II se presente ici une objection qui d'ahord paroit insur- 
montable. Pour exposer cette objection de la maniere la plus 
simple, substituons des chiffres aux lettres a et b. Faisons 

# = 2 et 6=2. Nous auronsx=i + V — 1 ; yz= 1 + s/ ~ 1 ; 

n=i; et n'— s/ — 1 = la valeur 1 qui n'est ni possedee ni 

due ; x + y = 1 + \/~ + 1 + V" — 1 = s 5 x y = 

(i±\/i) (1 + \/^T) = i*~ (%/— i) a ==i a ~(~i)~2 B 
Ce resultat r^pond a la question ; mais on peut croire qu'il 
n'y repond que d'apres une supposition absurde, savoir, que 

\/ — i, qui n'est ni une propria ni une dette, £tant multipli6 

par — V — 1 , qui n'est pareillement ni une propria ni une 
dette, donne -f 1 qui est une propri^te. Comment suffit-iJ, 
pour me faire acquerir une propri^te, de multiplier une somme 
qui m'est ^trangere par une somme qui m'est dgalement 
6trangere ? 

Cette objection est semblable a celle-ci : comment la dette 
— 1 multipliee par la dette —1 peut-elle produire la propria 
+ 1 ? Ce qui fait la force de cette objection tient a ce que, en 
la proposant, on n'analyse pas exactement ce qui se passe 
dans Pop6ration appellee multiplication. En effet, si Ton 
attache aux mots leur signification ordinaire, cette expression, 
multiplier une dette par une dette, ne presente aucun sens 
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intelligible ; car, multiplier, par exemple, 3 par 4, signifie en 
g£n6ral, prendre 3, 4 fois; de sbrte que multiplier la dette 3 
par la dette ^ne pourroit signifier que, prendre la dette 3 urn 
dette ^de fois, ce qui est un galimathias. Cette expression 

— 1 x .— 1 ne doit done pas &tre traduite par celle-ei: la dette 

— 1 multipliee par la dette **-%.-.■ Voyons comment elle doit 
etre traduite. 

Le multiplicateur — - 1 pr^sente deux idees, savoir, Fidee de 
Funitd 1 etFid^e exprimee par le signe — . Ce dernier signe 
represente une operation, de sorte que le double signe x — 
en represente deux. Cela pose, il est facile de concevoir que 
— 3 x — 4 signifie : — $pris 4 fois avec un signe coniraire a celui 
que donneroit —3* +4 ou — 3.4 (No. 3.) Les mots: 
pris 4 fois, sont la traduction de x 4, et les mots: avec un 
signe contraire, &c. sont celle de — , Maintenant si Ton ap« 

.«NMiMMM«N 

plique ce qui vient d'etre dit au quadruple signe v — 1 x — 

\/— -1, on verra que les mots suivans de Fobjection: v^— 1, 

qui n' est ni une propriete ni une dette, etant multiplie par — s/ — 1 
qui n'est pareillement ni une propriete ni une dette, que ces mots, 

dis-je, sont une fausse traduction de V — 1 x — V — 1, et que 
la vraie traduction de ce signe compost est celle-ci : La quan- 
tity concrete s/ — 1 prise une fois, dans un sens egalement iloignt 

des sens que presenteroient V ~~ ix— (4* 1 ) e * V— 1 x • — (-— 1) 
(Nos. 10 et 16 ). 

Cette explication fait 6vanouir Fobjection. En effet cette 
objection tombe sur la manicre dont la solution du probldme 
remplit la condition exprimee par xy = b. xy signifie x mul- 
tiplie pary. Cette expression : multiplie pary, doit etre prise 
dans un sens intelligible. Or Fexplication que je viens de 

MDCccvr, F 
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donner du signe complexe V — i x — V — i est (si je ne me 
trcmpe) parfaitement intelligible ; elle est meme la seule qui 
puisse Fetre ; elle n'offre d'ailleurs aucune absurdity, et conduit 
k la solution complette du probleme propose. Done &c. 

ig. La solution de la question pr^c^dente me paroit impos- 
sible par Falgebre ordinaire qui n'attribue aucune signification 

intelligible au signe V — 1. 

20. On voit par le detail dans lequel je viens d'entrer que, 
de cela seul qu'une question conduit a un r£sultat qui renferme 

le signe V — 1, il ne s'ensuit pas qu'elle soit absurde. 

II ne s'ensuit pas non plus qu'elle ne le soit pas. 

Pour aider a reconnoitre ce qui en est, dans les diff^rens 
cas, posons quelques principes, 

21. i°. Dans les questions purement arithm^tiques, le 

signe V — 1 devant indiquer une operation arithmetique, et ne 
le pouvant pas, indique une operation absurde. 

22. 2 . V —1 indique une qualite moyenne entre deux 
qualit^s oppos6es dont Tune est exprim^e par + et F autre 
par — . Ces qualites doivent itre independantes de la quantite. 
Lors done que la quality moyenne n'est pas ind^pendante de 

la quantity, elle ne peut etre exprim^e par V — 1 ; car s/ — 1 
ne peut exprimer qu'une qualite ind£pendante de toute quan- 
tite, e'est-a-dire, une quality qui reste la meme, quoique la 
quantity varie. Si, par exemple, j'exprime un temps jutur par 

~f- t, et un temps passe par — t, t s/ — 1 ne peut rien signifier, 
parceque le present qui est la quality moyenne entre le juiwr 
et le passe 9 n'est qu'un instant indivisible et qu'il n'a d'autre 
expression que o. 

23. Si cependant on entend (car le langago • ordinaire est' 
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si vague qull est pen depressions qu'on tic puisse entendre 
de plusieurs manieres) par present, un certain espace de 
temps, comme, cejour-ci, le mois present, la prisente annee, le 

siecie present, alors t\/—i, pent avoir une signification; Car, 

par exemple, soit AB (Fig. 3. ) le mois pass6 — t, EF le mois 

■ • • .■ ... ■.'"■' '■'./, ±/ # 

prbchain -f- t, BC repr'6sentera la premiere moitid ^——-- et 

" " tf \/— « t ' 

DE la seconde moitid ~ — — du mois present, de sorte que 

Fexpression du mois present entier sera - — — + "~ l " —°i 

( voy ez le No. suivant ) . Or o ( qui, comme on le verra bien- 
tdt, a deux significations) est la veritable expression du 
present. De plus, comme les lignes BC, DE, sont 6gales et 
perpendiculaires aux lignes AB, EF, on voit que les parties 
des deux moiti^s du mois present qui sont ^galement eloigndes 
de son milieu CD, le sont pareillement, Tune de Fextr6mit6 
A du mois passe, et Fautre de Textr^mit^ F du mois pro chain. 
$4. II faut cependant observer que, cette espece de present 

ay ant des limites constantes, si la valeur de ±t VZ~[ donnoit 
des limites diff&rentes de celles qui seroient supposes tacite- 
tnent, alors il y auroit une contradiction entre cette valeur de 

± V — 1 et cette supposition tacite. Par consequent la so- 
lution donn6e par cette valeur seroit absurde. 

25. N a . On trouvera peut-etre une espece de paralogisme 

dans liquation ^—^ + z ~" l > =2 o, par laquelle je fais 

Fdspace d'un mois dgal a z6ro. Mais on observera i°. que 
cette Equation ressemble a la phrase d'un homme qui, apres 
s'£tre 6gar6 se retrouve au point dont il vouloit s Eloigner, et 
dit: " Je ne suis pas plus avancd, apres tant de chemin, que 
•" si je n'en avois fait aucun ;" car le temps est pour Fesprit ce 

Fs 
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que Yespace est pour le corps. On observera 2°, que - 

-j — n'est qu'un signe, aussi bien que o. Ce ne sont pas 

les chases que j'egalise, mais les signes qui pr^sentent ces 
choses sous un point de vue particulier. Je les egalise, par- 
ceque,«dans Pexemple actuel, je puis raisonner sur la chose 

que me prdsente le double signe + v'— i — V — i, comme 
sur celle que le signe o me pr£sente, et que Tun et Fautre de 
ces signes me conduisent aux m£mes consequences. Cette 
equation n'est pas r^elle. Elle n'est qu'artificielle, comme 
tout Test dans Falgebre. Elle veut dire ceci : un mois dont 
on fait abstraction est (relativement aux consequences) egal dun 

mois qui n'existe pas. Dans (^ — - = ™ : — — ), c'est la qualite 

de passe ou de futur qui est z£ro ; dans o, c'est la quantite de 
passe et de futur qui F£st. 

26. Le signe o a deux significations. On peut en effet le 
consid^rer sous un point de vue arithmeiique et sous un point 
de vue descriptif. Sous le premier, o signifie quantite nulle. 
Sous le second, il signifie une description telle que la distance 
entire le premier et le dernier point est nulle. ( Voyez la 
Figure 3 ) . 

27. Cet exemple fait voir, si je ne me trompe, que les signes 

^ V— 1 et — V— 1 peuvent avoir une signification toutes 
les fois que les qualites representees par les signes opposes 
~f« et — sont telles qu'une unite peut avoir Yune ou Y autre ou 
ni Yune ni Fautre. 

De cette maniere les signes + et ?— peuvent, rn^rne comme 
signes d'addition et de soustraction, admettre au milieu d'eux 

le signe V vr - 1 . Alors + £ signifie que la qitantite q a la 
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quality d'&tre additive; — q, qu'elie est soustractive ; q s/ — 1 , 
qu'elle n'est ni additive ni soustractive ; que, par consequent, 

q V — 1 est Stranger a liquation qui contient ~f- q ou ~ q. 

N a . II faut bien remarquer ici qu' etre etranger ne signifie pas 
etre nul, mais #r* regarde cotnme nuL Dans Fexemple present, 
#r* etranger signifie : ni additif ni soustractif, Etre nul signifie : 
additif et soustractif en mime temps. 

28. 3*, Lorsque \/^i signifie une qualite de la chose prise 
pour unit£, examinons ce que la presence de ce signe indique, 
dans le cas ou la question demande qu'on fasse abstraction de 
cette quality et qu'en consequence on ne fasse pas usage de 
son signe. Quand on fait une abstraction, comme par exemple, 
quand, en considerant la longueur d'une ligne, on fait abstract 
tion de sa largeur, il faut que tons les raisonnemens qu'on fait 
sur cette ligne soient ind^pendans de cette largeur. II faut 
par consequent que le signe de cette largeur ne paroisse pas, 
ou qu'il soit aecorapagn^, non du signe +, mais des signes 
>s6par£s + et < — dont Tun puisse d6truire Feffet de Fautre. Si 

s/ZZi exprime cette largeur et qu'il paroisse dans le resultat 
de ces raisonnemens, sans pouvoir etre detruit autrement que 
par une nouvelle Equation qui contredise les equations ^tablies, 
il indique quelque contradiction dans ces raisonnemens. II 
indique done alors une absurdity. Lors done qu'on trouve ce 
signe dans un resultat, il faut voir si la question 6xigeoit qu'on 
fit abstraction de la quality indiqude par ce signe. Si elle l'exi- 
geoit, la question £toit impossible. Sinon, elle ne Tetoit pas. 

29. Si elle exigeoit qu'on fit cette abstraction, cette ab- 
straction etoit une condition, 1/expression de cette condition 
devoit #tre u#e Equation. Cette Equation nouvelle supposoit 
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une noiivelle ind£terminee pour que le probleme ne fut pas 
plus que determine.* Or (No. 14.) Funit6 renferm^e dans 

le signe s/ —\ pouvant etre regard^e comme un nouvelle hi- 
de termin^e introduite par ce signe, et son ind6termination 
dtant relative non a la quantite, mais a la qualite, la seule ma- 
fiiere d'exprimer qu'on faisoit abstraction de cette qualite, 6toit 

d^galer k z£ro tous les termes multiplies, par V — 1. Si 
done le r^sultat donne la somme de ces termes comme n'^tant 
pas = 0, il est en contradiction avec les conditions de la 
question. 

go. 4V Mais touies iesfois qu'on pent dormer au signe V — 1 
une signification compatible avec les conditions du probleme y e'est- 
a~dire 5 lorsque ces conditions n'admettent ni n'excluent cette 
signification, Findetermination qui accompagne Funite qull 
renferme corrige le defaut que ce probleme peut sembler 
avoir d'etre plus que determine. 

31. De tout ce qui vient d'etre dit je conclus que partout 
ou Falg^bre n'est qu' arithmetique universelle et ou le signe 

V — 1 se trouve mele avec les signes + on — sans pouvoir 

£tre supprime, les quantity qui portent ce signe V~^l sont 
des quantites imaginaires; mais que, quand Falgebre devient 
une langue (et elle le devient dans toute Equation, puisque 
toute Equation est une proposition) alors les quantities qui 

portent le signe v— 1 peuvent etre ou n'etre pas r£elles. 

Elles le sont lorsque ni la qualite figur^e par le signe s/ — 1, 
ni la quantite affect6e de ce signe, ne sont en contradiction avec 
les conditions de la question- 

• Voyez la Giomitrie de Position de Mr, Ca*kot (page 55.) 
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32. Je crois qull est a propos d'ajouter ici une remarque 
analogue a celle du No. 8. 

Dans ce No. je dis que les deux significations de -f- et — * 
ne peuvent pas avoir lieu en meme temps, relativement au 

m6me + ou au meme — . J'en dis autant du signe s/ — 1 

x V — 1. Mais cette remarque a besoin d'etre d6velopp6e. 
Principe g£n£ral. Lorsqu'on a une Equation identique, les 

signes -J- , — et V — 1 ne peuvent pas avoir une signification 
dans un de ses membres et un autre signification dans les 
termes semblables de Fautre membre. 

Par exemple, si Fon fait (Fig. 1.) AB=i et AD = V — 1, 

•1 n;i ; -| ' ii.i... »»..!.!. ^ »■ imilliill 1.... 1 2, » ■■■iipiini i ii, 

on aura BD = AB ~}- AD =1*4- ( * — * )*• Supposons pour 
un instant i ft + ( V — 1 )• = + 1—1 =0, On aura BD = o, 
ce qui est absurde. C'est que le premier membre i* ~f~ ( v' — 1 )* 
ou AB + AD represente une figure form^e de deux carr6s 
egaux tels que les cot6s de Vun sont perpendiculaires aux cot6s 
correspondans de Fautre (No, 11,); tandis que le. second 
membre -f~i —1 ou o signifie la difference de deux unites ab~ 

straites 6gales, Ainsi liquation BD =0 pent etre traduite 

par cette proposition ; hi figure BD est 6gale a la difference de 
deux unites abstraites, Cette proposition ne renferme point de 
contradiction, mais elle ne presente aucun sens. Les id^es 
qu'elle allie ne sont point opposees, mais disparates. 

33. II est bon de faire attention a cette distinction entre 
oppose et disparate. Si les signes ~f et — * n'avoient qu\u\e 
signification, le signe — auroit n^cessairement la meme signi- 
fication dans les deux membres de F Equation BD = AB + 
AD^AF— (~7\IT) — i*— -r=o. Cette equation offriroit 
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deux idees oppostes regardees eomme une seule et m^me idee* 
Elle seroit contradictoire. Ce seroit lafaute du signe — . Mais 
si les signes 4- et -^ on* chaciin deux significations, liquation 

AB~-f- AD 4 =i* — i a ±=o n'ofire plus que deux idees disparates. 
Elle est I'effet d'une confusion d'idees. C'^ lafaute de 
Vanaliste, 

34. Gette distinction me paroit pr£venir les objections insur- 
montables que Mr. Carnot fait, dans le discours preliminaire 
de sa Geometric de Position , contre cette proposition : les signes 
«j- et — indiquent deux directions opposes. Ses objections 
supposent tacitement que ces signes n'ont qu'une signification. 

35. Autre exemple. Selon la maniere ordinaire de s'expri- 

a ' -ll_? f*A 11 nil 11 » ^ 

mer, on a (Fig. 1.) BD = i a + i* P ar consequent BD = 
(14. V ZIP) (1— </— -i 3 ),et i+</— i* : VT: : VsT: 1 — \A— 1% 

proportion absurde, si Ton attribue a V 2 sa signification arith* 
metique. Mais si Ton multiplie la seconde raison de cette 
proportion par i + \/-—i*, on aura - ••--.«*--. 

14. \/. — 1 2 : V 2 : : \/<z x i+V — V : 2, ou i-f-%/— I*: V^k 



x -{-%/■ — i a : : 1/2 : t/sxi/s, proportion dontla verite saute 
aux yeux. 

J'al dit: sz o# attache a s/z sa signification arithmetique ; car 

si Ton attache a VsTsa signification g^omdtrique, qui est de 
representer la diagonale d'un carre dont le c6te est 1, alors 

la proportion l-f %/ — i a : V 2 : : V2 : 1 — V— 1 2 ne sera plus 

absurde. En effet, si 1/2 repr6sente BD (Fig. 1*), il repre* 

sente une ligne dont la direction, par rapport a BA, peut etre 



representee de la manure suivante : soit 1/— . 1 sixe 



2 
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f e gtant la base des logarithraes hyperboliques et tt la demi- 
circonf(6rence d'un cercle dont le rayon est 1) ; 1 x e z 

, — V— I 

signifie la ligne AD dont la direction est e z . De meme 

V^xe* signifiera la ligne BD dont la direction est e 4 » 
c'est-a-dire, demi-perpendiculaire. Alors la proportion pre- 



V */'~~~~* I? /—- — 5T / 



I 



cedente deviendra 1 + 1 , e z iVz.e^ nVz.e 4 

7T /- 

— V-I _ 

: 1 — 1 . £ 2 ,oubieni + V' — 1 ; v / 2(cos.45°^sin.4^V' — 1) 
: : s/z (cos. 45 — sin. 45°i/ — 1) : 1—1/ — 1 ; oubien 1 + V^i 

: %/q I 1 v ~ 1 ) • :Va ( — -— ' ) : 1 — V — i, qui est identique. 

36. Pour repandre sur cette matiere autant de clarte qull 
m'est possible, je me proposerai quelques questions a re- 
soudre. La premiere sera prise de Fouvrage deja cite de Mr* 
Carnot. J'exposerai d'abord la solution qu'il en donne, en- 
suite la mienne. Ce rapprochement rendra plus sensibles les 
principes que je m'efforce d^tablir dans ce M&noire. 



Probleme II. 

37. Voici les termes de Mr. Carnot (No. 58.) 

" Proposons-nous cette question : une droite AB (Fig. 4. ) 

" etant donn^e, trouver sur cette droite un point K, tel que 

" le produit des deux segmens AK, BK, soit 6gal a une quan- 

" tite donn6e ; par exemple, a la moitte du earn* de AEL 

" Comme je ne sais encore si le point K doit se trouver sur 

" la droite meme AB, ou sur son prolongement, j^tablis 
mdcccvi. G 



it 
u 
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" d'abord mon calcul, en supposant que c'est sur la droits 
" m£me ; c'est~a-dire, que K tombe entre A et B. 

" Cela pos6, prenant AK pour Finconnue, je la designe par 

«iM«MMM 

" x, et je nomme a, la droite donn£e AB ; la condition du 
" probleme me donnera done x (a — x) = \ a\ on x* — ax + 

-f |a*= o,d , oujetirex====|:^+v'^a s [;=^(i±v/~)3^ 

e'est-a-dire, que x est imaginaire. 

" Je ne conclus pas de la que la solution du probleme pro- 
" pose soit impossible; mais settlement qu'elle Test dans la 
" supposition que j'ai faite, que le point K est place entre A et 
" B ; e'est-a-dire, que le probleme a pu etre mal mis en 6qua~ 
u tion, parce que j'aurai £tabli mes raisonnemens sur una 
" figure qui n'etoit pas celle que je devois oonsid^rer, ou qui 
" ne pcuvoit satisfaire aux conditions du probleme. J'&tablis 
** done de nouveau mon raisonnement, en partant d'une hy~ 
u pothese autre que celle que j'avois faite d'abord, c'est~a~ 

dire, que je supposerai le point eherche, non sur AB, comma 
je Favois fait, mais sur un de ses prolongemens, par ex~ 
w emple, en K'. 

" Alors la condition du probleme me donne x{x— a)=-|^% 

" ou x % — ax — f a £ =o ; d'ou je tire x=z ^a + s/\a% Equation 
" qui ne contenant plus dlmaginaires resout la question pro- 
" pos£e. 

" Cette solution est double ; Fune x = f a + V& a* 6tant 
4i positive, resoud sans difficulte la question, conform^ment a 
" ma nouvelle hypothese, e'est-a-dire, en supposant que le 

" point cherch^ est sur le prolongement de AB, au de la du 
" point B; ou que le point B se trouve entre A et le point 

u cherch6, Mais Fautre solution x=^^a ~~%/\a % 6tant n6- 
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rt gative, ne peut se rapporter a la mdrae hypothese, et 



it 
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d'apres ce qui a £t6 dit ci-dessus, it faut, pour en avoir la 
*< signification, changer le signe, et voir a quel systeme corr6- 
" latif liquation ainsi modiftee pourra satisfaire. Or de ce 
€ * changement il resulte, que liquation x(x— a)=~a% qui 
£f exprime la condition du probleme, devient x{x-\*a)=z\cr. 
4€ Voyons a quel nouveau systeme corr61atif peut satisfaire 
" cette nouvelle expression de la condition du probleme. 

" Or il est facile de voir que c'est en supposant que le point 

*< K tombe sur le prolongement de AB, Hon du cot6 de B, 
€ < comme ci-dessus, mais du cot6 de A en K". Et en.effet, 

en partant de cette nouvelle hypothese, x sera AK", et BK' # 
sera x-\-a; d'ou il suit que la condition du probleme sera 

«< x(x+a)==f-a% et cette Equation donnera # = — %a± V \a % 
€< dont la ratine positive est effectivement la m&ne que celle 
" qui s'^toit pr£sent£e n6gativement/ # 

38. Dans cette solution, Mr. Carnot raisonne rigoureuse- 
ment d'apres les principes fondamentaux de l'algebre con- 
sid£r£e comme aritkmetique universelle. Ces principes n'ad- 
mettant que des unites abstraites ne peuvent admettre de 
quantity negatives par elles-m£me, et a plus forte raison, 
de carres negatifs. Cons^quemment a ces principes, Mr. 
Carnot est oblige de changer sa premiere Equation en une 
seconde qui en differe essentiellement, et celle-ci en une troi- 
sieme qui ne diffdre de la seconde qu'en apparence. En effet 
sa premiere Equation est — x a + ax — •§• a 2 = o ( 1 ) ; 

sa seconde -|~ x% — ax — i a2 — ° ( 2 ) > 

et sa troisieme - - + x 2 ~f- ax — | a % =z 0(3)* 

gV 
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39* Or je dis que la premiere differe essentielkment de k 
seconde. Si. Ton met dans Tune et dans Fautrejy 9 a la place 
de o, on aura — x*-\- ax — ±a—y % - - ~ (4), et ~ 

^ #» — ## — 1^=/ - - - (5). 

La premiere de ces Equations appartient a un cerele dont Ie 
rayon est imaginable et dont je donnerai bientot la description* 
La seconde appartient a une hyperbole equilatere dont Faxe 

40. Je dis que la seconde ne differe de la troisieme qu'en- 
apparence. En effet ces deux Equations donnent (en y met- 
tanty au lieu de o) - - - x*> — ax — j^a % =zy % -■ - (5) ; 

x % -\-ax — ±a*=-y* - - (6). 
Elles appartiennent a la m^rne hyperbole <§qualitere dont les; 
axes sont = — l/g\ La premiere exprime les deux branches 
positives et sousentend les negatives. La seconde exprime 
les deux branches negatives et sousentend les positives. 

41. Dans les principes de Mr. Carnot qui sont, je Ie: 
repute, les principes fondkmentaux de Falgebre consid^ree 
comme arithmetique universelle, liquation (1 )ne donne aucune 
solution ; la seconde n'en donne qu'une, et la 3c une. 

Dans les principes- que j'ai exposes et qui appartiennent L 
Yalgebre-tizngue, ces trois Equations donnent chacune deux 
solutions. Les deux solutions donnees par la seconde sont 
les m&nes que celles donnees par la troisieme. Ainsi l'oni 
pent supprimer Tune des equations. Liquation restante don- 
nera les deux solutions de Mr. Carnot. Quant a la premiere, 
il faut developper les deux solutions qu'elle donne dans mes 
principes. 

4«. Soit (Fig.5.) AK= +-, BK = — ~ KC (d^crit sur le 
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plan de ce papier )='+ -f-'V— 1, KD === — — t/^i,KE (d<§~ 
crit perpendiculairement an plan de ce papier ) = + — v — 1, 

KG = — -1VHL 



1, 



CEDG est un cerele decrit du centre K et du rayon — V- 

perpendiculairement an plan de ce papier. 

Lememe cerele peut 6tre d£crit d'un mouvement conique 
par Fapoth£me AE dont une extremity seroit fixe au point A. 
Ce cerele CEDG ainsi decrit est celui qui sati^fait a Fequation 

(4)- 

43. En efFet changeons, dans cette equation, x en (%-|- — \ 

c'est~a~dire, transportons Forigine des x, de A en K. Cette 



Equation deviendra — %*- =*jy% oujy = [« V — 1 )* — z* (7). 

Elle repr^sente le cerele CEDG d&crit du centre K et du 
rayon — V — 1 . 

Remettons Forigine des abscisses en K. Nous reviendrons 
a Fequation (4), et les abscisses seront x=. -~-f z. Or ~=AK 
est decrit sur le plan de ce papier, z au contraire £tant une 
partie du rayon KE — ~V — 1 , ou KG= — ~ s/— 1, est per- 
pendiculaire a AK. Done Fabscisse a: est une ligne bris£e 
form£e de deux lignes perpendiculaires Fune a Fautre. Done 
le nouveau rayon est la ligne bris6e AKE. Si Fon fait tour- 
ner ce rayon sur AK, on aura le cerele CEDG. Or faire 
tourner le rayon AKE sur AK, e'est faire tourner en meme 
temps AE d'un mouvement conique. Done, conime je Fai dit, 
le cerele CEDG decrit d'un mouvement conique par Fapo- 
theme AE, dont une extr^mite est fixe au point A, est celui; 
qui satisfait a liquation (4). 
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44. Dans cette Equation (4), y est une ordonn^e prise sur le 

rayon KC = -j~ — -v^—i, ou KD = — — .v^^i. Si Ton sup- 
pose y = o, alors on a - - ■-.-.- 

^ = AKE = 4 + -v / — i=~(i+v^— 1), - - * 

2*2 . 2 . V « ^ y 

ou jc=-AKD = - — • — v — 1 = — (1— v — 1), 

22 2 > *■ . 

Ces deux valeurs de x sont les deux racines de Pequation ( 1 ) 
qui est la premiere de Mr. Carnot. 

45. Pour voir maintenant comment elles resolvent -son 
probleme, il suffit de Penoncer de la maniere suivante : 

Une droiie AB (Fig, 5. ) e&m£ donnee K trwvef sur cette droite 

un point K (projection de la ligne KE sur la ligne AB) te/ 

fiie kproduit des ( deux lignes AE, BE dont les ) deux segments 

AK^ BK ( sont les projections ) soit egal a la moitie du cam de 

AB. 

II suffit done, pour faire cadrer liquation ( 1 ) avec la ques-^ 
tion proposee, d'en regarder les donnees comme des projections, 
et d*en rapporter les demandes , non a ces projections, mais 
aux lignes originales. 

On pourroit aussi, sans rien aj outer a Fenonce de Mr. 
Carnot, supposer que le point K n'est un point que par rap- 
port au plan de ce papier, e'est-a-dire que, qitoiqull ri'ait ni 
longueur ni largeur sur le plan de ce papier, il a utie hauteur au 
dessus, et qu'ainsi, a quelque partie de cette hauteur que les 

lignes AE et BE puissent se joindre, elle's sont census se 
joindre a ce qu'on nomme le point K. Alors, dans la descrip- 
tion de ce point, on ne feroit abstraction que des deux dimen- 
sions qui se trouvent sur le plan de ce papier, sans faire 
abstraction de celle qui en es dehors ( No. 28)'- Dans ce cas 
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on pourroit retrancher de Tenoned precedent toutes les pa- 
rentheses que j'yai raises et qui sont des additions fakes a 
F6nonc6 de Mr. Carnot. 



46. Pour montrer maintenant que les lignes AE, BE re- 
solvent la question, e'est-a-dire, que leur produit est egal a la 

«MMHM*HI 

moitid du carr<§ de AB, il y-a'une observation a faire. 

Ce n'est pas le produit des lignes AE, BE, mais le produit 
de leurs valeurs arithmetiques qui rdsoud la question ; car un 
produit de lignes, e'est-a-dire, un resultat de lignes multipliers 
par des lignes ne signifie rien. On ne demande pas une figure 
geometrique, mais un nombre. Or, pour avoir les valeurs arith- 

mdtique.s de AE, BE, il faut ^carter de leurs expressions les 
signes qui n'ont trait qu'a leurs positions. Sans cette pre- 
caution, on confondroit les signes des valeurs numeriques avee 
des signes de position ou des signes purement descriptifs. Cela 

pos6, il est clair que AE = BE"=v/XK 2 +"KE 2 == ^TaW^ 



=AK x s/% . Done AE x BE == 2 AK=2 (— f= —. 

Probleme III. 
47. Quel est le point ou se joindront les extr^mites D, E, 
des lignes AD, BE ( Fig. 6. ) tiroes des extr^mites A, B, de 
la "ligne AB, en supposant que la longueur de AB soit 2# , celje 
de AD, \a, et celle de BE, aussi \a? 

Cette question paroit 6videmment absurde. R^solvons-la. 
oit Da = x, Aa —y, Eh = x' y et B6=y. On a AD = 

= £a 2 = x*-\-y\ et BE 2 = ia a ='.r / *+y a . 

Or dire que les points D et E doivent se joindre, ou dire 
qulls doivent toucher le mime point, e'est dire La m£me chose, 
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II en est de meme des points a et b jqui doivent 6tre Tun et 
Fautre sur le point C, milieu de la ligne AB. On a done Aa = 

=s= y == a, et B6 = y = a. Par consequent AD = ^aa = x 2 + 
-f- a 2 , et BE 2 = ^-aa = #"+ aa. Ces deux Equations donnent 

,r — : £'= + — ^1 ,^oui = +— .a V — i , quantite imagi- 
naire, comme on devoit bien s'y attendre. 

48. Montrons cependant que cette quantity imaginaire, 
indique un sens raisonnable dont la question proposee est 
susceptible. 

II est certain que, tant qu'on regardera les lignes AD, BE, 
comme des lignes 6tendues seulement en longueur, sans aucune 
largeur, et le point avec lequel elles doivent coi'neider, comme 
\xn point sans extension, la question sera impossible (No. 28). 

Mais le signe V — 1 que renferme la solution indique ce 
qui peut la rendre possible, en indiquant une largeur dans les 

lignes AD, BE, ou une extension^ dans le point C. 

49. En effet, ce signe \/ — 1 qui est attache a x dont la 
valeur estv 3 x — , ou V 3 x AD, montre que x doit £tre per- 
pendiculaire a AD (No. 10). 

D'apres cela, on peut supposer que les lignes AD et BE, 
dont la longueur est ~, ont une largeur = s/§ x ~. Dans 

cette supposition, ces lignes deviennent des rectangles ADCF, 



BDCF,* qui se joignent au point C, Dans cette m^me 

* J'adopte ici, et dans le courant de ce Memoire, la notation de Mr. Car not. 
Dans cette notation les lignes sont designees par des lignes mises au dessus des lettres 
qui mdiquent leurs extremites. Les parallelogrammes le sont par de doubles lignes., 
les angles par des lignes brisees, et les courbes par des lignes courbes. 
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supposition, quoique les extr6mit£s D et E des lignes AD et 
BE ne se joignent pas, elles -sont les projections du point de 

- ir 1 ■■■- - u mil I liiJii » 

jonction C sur les lignes AD et BE dont eHes sont les 
extr6mit£s. 

50. On pent encore supposer que le point de jonetion, au 
lieu d'etre sans extension, en a une, et qu'au lieu d'etre un 
cercle infiniment petit dont le rayon est o, e'est un cercle fini 
dont le rayon est \/g —. Dans cette supposition, les lignes 

sans largeur AD, BE ( Fig. 7. ) sont tangentes au menie 
cercle DHEE'KD (regard^ comme faisant la fonction d'un 
point) puisqu'elles sont perpendiculaires aux extr^mites de 

ses rayons CD, CE. 

51. On peut r^unir les deux suppositions pr£e6dentes. Pair 

exemple, on peut donner aux lignes AD, BE, les largeurs 
J}d 9 Ee, prises a volontS,. et attribuer au point C l'£tendue 

du cercle dhee'M. Dans cette nouvelle supposition, les rect- 
angles ADdf, BE^g*, sont tangens au cercle dhee'kdf. 

52. Enfin, au lieu de rectangles, on pourroit supposer des 
cylindres, et au lieu de cercles, des spheres. 

53. Les descriptions que je viens de donner n'ont rapport 

qu'a la valeur positive de x ou de x' y qui est + — =^ . a. 

Pour avoir celles qui ont rapport a s-a valeur negative 

V— .« — — — 
-2 m a 9 \\ su ffi t d e transporter au dessous de la ligne AB 

tout ce qui se trouve au dessus, dans la Figure 7, et vice versa. 
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Probleme IV. 

54. Soient deux plans carres. Que le cote de Fun excede 
le cote de Fautre, de deux pies, et que le nombre des pies 
earrds contenus dans les deux pris ensemble soit 1. Quelles 
sont les dimensions de ces deux plans carres ? 

Je designe par x le cdte d'un de ces carr&s, et par x -f % 
le cdte de Fautre. On a done, par la question, liquation 

x a 4.(^+2) 2 =i 3 ou^+2x4-2=|,quidonnex===— i+yZI. 
Ces valeurs de x sont imaginaires. La question qu'elles 
resolvent est impossible, si on suppose en meme temps ees 
carres sans epaisseur et sans vides. Mais si on leur suppose 
quelque epaisseur ou quelque vide, alors la question n'est plus' 
impossible. 

55* Voyons ce que nous indiquentles signes ~j~, — , + %/ — 1, 
On peut les interpreter, soit g^om^triquement, soit arith- 
metiquemenk 

$6. Signes interprets g^ometriquement 
: Le c6t6 de Fun de ces carres est — 1 ± V^f, et le cdte 
de Fautre, + 1 + V^± . — 1 et + v^^I indiquent deux 
lignes dont Fune est perpendiculaire a Fautre. Par consequent 
si (— i±%/~l) indique une seule ligne, Fune des deux' 

quantites qui composent "'( — 1 ± sf~%) indique la longueur^ 
de cette ligne, et Fautre, V epaisseur de son point extreme. Elles* 
ne peuvent pas exprimer, Fune la longueur et Fautre la largeur, 
parcequll est de Fessence du carre exprime algebriquement 
que sa longueur et sa largeur aient la m^me expression, II en 
est de meme de ~f- 1 ± V^^. 
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Supposons que + s/ — \ soit la longueur de ces cdt's. Alors 
~f- i sera Yepaisseur du point extreme, dans un des carr's de- 
mand's, et — i Yepaisseur de ce point, dans Fautre. Soit 

(Fig.8.)AB'=A^ = i. OnauraM^AB^ATB^BB 7 ^ 

( arithm'tiquement ) V \. La longueur du cote cherch' sera 

mmmmmmam*mm mmmtmwmmwam 

done A A', et Yepaisseur de son point extreme, AB' 9 

57. II s'agit de savoir si ces valeurs r'solvent la question 
propos'e. 

La premiere condition de cette question est que le cot' 
d'un des carr's excede le cote de Fautre, de deux pi's. Pour 
savoir de combien une ligne surpasse une autre ligne, il faut 
les poser Fune sur Fautre. Ce qui reste decouvert est Fex- 
c'dent Lorsque ces lignes sont les cot's de deux carr's, cq 
sont les carres qu'il faut poser Fun sur Fautre. 

Faisons done cette operation. Pour cela j''leve le plan du 

carre ABA'B' dont le cot' est -f- V — i ou —v—j- perpsn- 

diculairement an plan de ce papier, de sorte que son cot' AB 

se trouve sur ce papier meme, comme on le Voit en AB, 
Figure g. J'applique ensnite, par la pens'e, le plan du second 
carr' sur celui du premier. Ce second plan est aussi ■= ABA'B', 

et son cot' =:= AB, La Figure 9. nous montre les cot's AB 
de nos carr's appliqu's Fun sur Fautre. Uepaisseur du point 
extreme de Fun est A#"= B6™ -j~ 1, et celle du point extreme 

de Fautre, Aa / =B6 / =— 1. Ces 'paisseurs restent a d'~ 
couvert. Leur somme est ■ + 1 + * = 2 ; car les signes -f et 
— que portent les valeurs de ces 'paisseurs repr'sentent leurs 

V" 

directions, puisqulls sont interpr't's g'om'triquement. lis ne 
signifient pas que Fune doive'tre otee de Fautre, 

H 2 
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58. Ce n'est clone pas la difference des longueurs des cot& 
qui est £gale a 2, comrae le demande la question, mais la 
somme des kpaisseurs de leurs points extremes, Cette solution 
peut cependant se rapprocher de ce que demande la question, 
en la considerant ainsi : Texc^dent du cot^ d'un carre sur 
Fautre est £gal a la difference de position de Tune de leurs 
extr£mit6s, tandis que Fautre extr6mit£ coincide, dans les 
deux carres. Ainsi, dans la Figure 9, les extr^mitds B et B 
coincident, et les extr&nit6s a et a 1 sont distantes Tune de 

Fautre, d'une longueur — aa r . La question demande que cette 
distance soit = 2, relativement a la longueur des cotes. La 
solution la donne — 2, relativement a Yepaisseur de leurs points 
extremes, e'est-a-dire, relativement a une seconde longueur 
perpendiculaire a la premiere. 

59. La secondie condition de notre question est que le 
iiombre des pi£s carres contenus dans les deux carres pris 
ensemble soit 1.. Or Yepaisseur des cot£s ne doit entrer pour 
lien dans ce nombre de pi^s carres, puisque des pies carres 
sont des surfaces telles que, pour les mesurer, on ne prom^ne. 
la mesure que dans deux dimensions, 

a ■("■mini imuimw- 

Cela pose, le coi£ d'un des carres est -f 1 + v — i (en y 
eomprenant la longueur et Fepaisseur, comme on le doit^ 
puisqu'ils ont ime ^paisseur) et le cot6 de Fautre est 

# m .i m 1 mm i - 

*— x ± * — |. Les deux carr6s sont done 



. io mm 11 11,1 ,.,m t H" i i n i n . ■■ ■ ■ - 

( — * ± V —• i) S == I + 2 V — i 3= | + V — 2, - - - 

et ( + 1 ± \Z^y== i + 2 V ~ I = J ± v'^a." 

Dans ces caraes, -fet •§ sont les carres des longueurs ; +2V — i- 
et -f- 2 v/ — - sont les sommes des epaisseurs des cotes de ces carres. 



M. Bue'e on imaginary Quantities. 53 

Par consequent \ et \ sont les faces. Done la somme des faces 
des deux carres est 1, comme la question le demande. 

60. Remarques. i°. On a vu que, dans la mesure des c6t£s, 
ce sont les epaisseurs des points extremes, et dans celle des 
carres, les faces qu'il faut consid^rer. Cette circonstance est 
indiquee par les expressions de ces cotes et de ces carves. Les 

expressions des cotes (qui sont -\-.i+V —• §• et — 1 + s/ — |) 

indiquent que les longueurs ( + %/ — i ) sont des perpendicu- 
laires etrangeres a la question, et que les epaisseurs des points 
extremes n'en sont pas. Les expressions des carres (qui sont 

(——»—»— — » mi » »m 1 " ' 1 ■ — » 

|+aV— ^ et --fsV — i) indiquent que les epaisseurs des 
cotes sont imaginaifes, et deviennent par la les perpendicu- 
laires Etrangeres a la question, et que les faces sont reelles ? , 
comme elles doivent F6tre, puisqu'elles sont Tobjet de la 
question. C'est ce que representent les Figures 9 et 10.. 

Dans la premiere, les epaisseurs des points extremes (Aa, Aa') 
sont sur le plan de ce papier. Dans la seconde, ce sont les 



faces (ABA'B'). Or, dans une question ou il s'agit de me- 
surer des lignes 6t des surfaces qui sont censees decrites sur 
un merne plan, on ne doit mesurer que celles qui sont sur ce 
plan suppose. 

61. 2 . Les cotes des carres sont les lignes brisees aAB, 
a'AB (Fig. 9). Les carres meme sont les plans bris&s 

a'A'A^BB', ^'A'Ad/BB' (Fig. 10). Les lignes brisees pre- 
sentent deux dimensions. Les plans brises en presentent 
trois. 

62. 3*. Dans la Figure ro, les plans qui expriment les 
epaisseurs des cotes ne sont etablis que sur deux des cot6s du 
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carr£. Mais on pourroit les dtablir sur les quatre cotes sans 
que la solution du probleme en souffrit. C'est une suite de 
redetermination dont il a ete parle au No, 15. Dans ce cas, 
les deux carr6s que demande le probleme se trouveroient 
former une boite dont ils seroient les deux moiti^s. Cette 
boite ne contiendroit que des plans sans ^paisseur. Les 
epaisseurs des cot6s des carres demand^s seroient les hauteurs 
des ces deux moiti^s de boite. Les carres demand^s seroient 
ses deux fonds, dont Tun superieur et I'autre inferieur* 

63. Signes *f"> — et + \/— 1 interpr£t6s arithm£tique~ 
ment 

±v — 1 n'a aucune signification arithmetique (No. 10); 

mais + V^i x ± V — 1 ( = — 1 9 ) en a une . -— r est un 
carre soustractif, et par consequent for mant un vide au milieu 
d'une surface pleine. De la il suit que, iorsquil s'agit de 

'* * IWfi IHMIWWI'UKIMIPJU 

carres et, en general, de plans, le signe + v— -1 peut in- 
diquer des, vides, au lieu de perpendiculaires. 

64. Mais les perpendiculaires ne diminuent ni n'augmentent 
les longueurs des lignes auxquelles elles sont perpendiculaires. 
Si done on substitue des vides aux perpendiculaires et des 
pleins aux lignes auxquelles elles sont perpendiculaires, ces 
vides ne doivent pas diminuer ces pleins. II faut done faire 
une addition de vide, et non une soustraction de plein. Or 
aj outer des vides a une surface, e'est augmenter ses dimen- 
sions sans augmenter le nombre des pies carres qu'elle con- 
tient ; e'est Faugmenter . geomStriquement, sans Faugmenter 

arithmStiquernent. De meme, ajouter +av-i — av— 1 a 
une quantity qui se mesure et qui se compte^ e'est ajouter a sa 
me sure sans ajouter a sa somme. En effete les signes + et 
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pris geometriquement indiquent des directions opposes, en 
partant du mime point, et par consequent des directions qui 
s'ajoutent ; au lieu que ces memes signes pris arilhmetiquement 
se d£truisent Fun Fautre. 

« 

65. La question propos^e contient deux parties, Fune g&o~ 
m£trique,. Fautre arithm^tique. La partie geom^trique est la 
disposition des lignes et des surfaces (No. 2). La partie 
arithm^tique est le calcul de nombre des pids lin^aires con- 
tenus dans les cot6s qui sont des lignes, et de celui des pi£s 
carr£s contenus dans les carr£s meme qui sont des surfaces. 

Or, dans cette seconde solution, ou les signes -\~ , — , + s/ ~ 1 
sont pris arithm^tiquement, il ne peut £tre question que de la 
partie arithm^tique du probleme. Je puis done ajouter tant 
de vides que je voudrai, puisqu'ils n'alterent pas la solution 
arithm^tique. Je puis done r6soudre la question propos£e en 
r6duisant les deux surfaces carrees a des cadres carr£s tels, 
que le cot£ de Fun surpasse le cote de Fautre, de deux pies, 
et que chacun de ces cadres ait une surface 6gale a un demi 
pie-car re. 

66. II y a une infinite de manieres de resoudre la question 
propos^e, aii moyen de cadres de cette espece, puisqu'on n'a 
que deux conditions a remplir et quatre variables pour les 
remplir. Les deux conditions sont, la difference des cotes 
qui doit etre =2, et la somme des carr6s qui doit etre = 1.. 
Les quatre variables sont, i°. le cote du premier car re, 2°, 
celui du second, $*. le cote du carre vide renferme par Fun 
des fcadres, 4 . le rapport entre la surface du premier cadre 
et celle du second. Dans la solution, on a fait ces surfaces 
egales chacune a la moitie d'un pie carre ; mais rien n oblige 
a les faire egales. 
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67. Remarques. i°. La difference entre les deux solutions 
precedentes consist© en ce que, dans la seconde, la difference 
des cotes est exprimee par la difference de leurs longueurs qui 
est une quantity arithmetique ; au lieu que, dans la premiere, 
elle est exprimee par la difference de situation de ces cotes qui 
est une quantity geom^trique (No. 2). 

68. 2 . On pourroit r£unir les deux solutions precedentes 
et resoudre le probl&ne au moyen d'une boite carree dont les 
deux fonds contiendroient en somme un pie carre de plein et 
tant de vides qu'on voudroit, et dont les hauteurs seroient cha- 
cune d'un pie avec tant et si pen de plein qu'on jugeroit a 
propos. 

On voit par la, pour le dire en passant, combien la question 
propos^e qui sembloit precise Tetoit peu. II est certain qu'elle 
peut etre entendue de toutes les manieres qu'offrent les solu- 
tions precedentes. Si cependant on ne veut pas y reconnoitre 
toutes ces significations, on doit voir du moins que les ex- 
pressions de la langue algebrique qui correspondent a celles 
du langage ordinaire sont infiniment plus etendues que celles- 
ci. Elles ne sont pas vagues, puisqu'on peut en trouver 
toutes les significations, a Faide de quelques principes ; mais 
elles sont generates- 

Probleme V, 

6q. Un marbrier a deux cubes de marbre. Le cote d'un 
de ces cubes excede le cote de V autre, de deux pies, et le 
nombre des pies cubes contenus dans les deux est 28. Quelles 
sont les dimensions de ces deux cubes ? 

Avan t de donner la solution de cette question, j'ai-une 
remarque a faire. 
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Cette question conduit a une Equation du $e. d&gr6. Toute 
Equation du ge. degr6 a au moms tme racine reelle. Par 
consequent si, au lieu de 28, qui est le nombre des pi£s cu« 
biques contenus dans les deux cubes, on n'avoit, par exemple* 
que 3 pi^s et ^, on devroit encore avoir une solution possible. 
Cette solution donneroit pour le nombre des pi6s cubiques 

contenus dans un des cubes, y, et dans Fautre, — \. Ox t 
pour que ce r^sultat qu'on appelle possible eut un sens 
raisonnable, il faudroit supposer qu'un des deux cubes fut un 
vide fait dans Fautre, c'est-a-dire, qu'il faudroit supposer un 



cube de -~ pouces cubiques contenant un vide de •§■ de pouce 
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cubique. Mais cette solution est toute semblable a celle 
qu'ont fournie les racines imaginaires de Fequation du probleme 
precedent. Les deux solutions ont done la mtoe espece de 
possibility, quoique Fune soit donn6e par un r^sultat ima~ 
giilaire et Fautre par un r£sultat qui ne Fest pas. 

La solution meme du probleme pr£c6dent r£pond mieux a 
Fenonce de la question que la solution de celui-ci ; car, dans 
la premiere de ces questions, on demande deux plans carr^s, 
e'est-a-dire, deux etendues qui aient chacune deux dimensions 
egales. Or une 6tendue peut etre vide. Dans la seconde 
question, au contraire, on demande deux cubes de marbre. Or 
un cube de marbre n'est pas un cube de vide. 

70. Revenons a notre 5c probleme; 

Ce probleme ne prSsente a Fesprit qu'une solution possible, 
et liquation du ge. d£gre qui en exprime les conditions n'a 
qu'une racine reelle. 

Cette Equation est x 3 + ( x + 2 ) s = 28 ~ - ( 7 ) • 

Ses trois racines sont - - - - *• 

MDCCCVI* I 



jj8 M. Bue'e on imaginary Quantities. 

#=i. - - - - - dont le cube est x $ —i; 

#= — 2 4. V^6 - - dont le cube est a 3 = 28 + 6\/—@; 

x = — 2 — %/•— 6 — dont le cube est ,r 3 =: 28 — 6^^^ 
Ces racines sont les cot£s des cubes x 3 , 
Les cot^s des cubes (x -j- 2) 3 sont 

I + 2 = 3 " - ^ ont ^ e cu ^ e est ( x + 2 ) 3 ~ 2 7 ; 

jp + 2 = + \/^6 dont le cube est • (a; + 2 ) 3 = •— 6VtT; 

x-f2 = — \/— 6 dont le cube est \x -f~ 2 ) 3 = -f Gv'^Ik 

En raisonnant sur les deux dernieres des racines x et x -j- 2 

comme on a raisonn^ sur les deux racines — 1 + V — \ qui 
resolvent fa question pr^cddente, on parvlendra a des r£~ 
sultats semblables, Fun geom&rique et Fautre arithm^tique. 

II y a cependant ici quelques remarques a faire* 

71. i°. Pour que le r^sultat geom^trique soit juste, il faut 
que les mesures qull fournit remplissent les conditions de la 
question. Or si Fon raisonne relativement aux cubes comme 
on Fa fait (No. 60,) relativement aux carres, on verra qull 

ne faut mesurer que ce qui ne porte pas le signe V — 1. De 
plus, les mesures donn^es par les termes r£els sont justement 
ce qull faut pour satisfaire aux conditions de la question. II 
ne faut done pas mesurer les autres. 

A. 

Mais il se pr^sente ici une difficult^ qui n'a pas lieu dansr 



Je cas du No. 60. C'est qu'un des cubes, savoir, -f- v / — 6 011 

— \/^6* est tout entier sous le signe s/ — 1. II ne faut done 
f en mesurer aucune partie. II est done etranger a la question. 
II n'en remplit done pas les conditions. Les conditions de- 
mandent deux cubes, et Fon n'en trouve qu'un. 

II faut convenir que, dans ce cables deux racines imaginaires 
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cfe Fequation ne donnent que des solutions impossibles/ si on 
les considere g£om6triquement, c*est~a~dire, si Ton s'en tient 
aux lignes meme et aux positions de ces lignes fournies par 
ces deux racines. 

72. Elles peuvent cependant resoudre la question, meme 
g6om£triquement, elles sont meme les seules qui le puissent, 
si Fon 6nonce cette question de la maniere suivante : 

Un marbrier se propose de tailler deux cubes de marbre. 
A veut que le cot6 d'un de ces cubes excede le cdte de F autre, 
de deux pi6s; mais il ne peut y employer que 28 pies 
cubiques de marbre. Cette quantity n'6tant pas suffisante 
pour la grandeur des cubes qu'il veut avoir, il est oblige d'y 
joindre de faux marbre pour remplir les vides que Faccroisse- 
ment des dimensions doit occasionner entre les parties du 
vrai marbre. Cependant il d6sire, i°. que la quantite de ce 
faux marbre qui remplit les vides laiss6s par le vrai marbre, 
soit la plus petite possible; 2 . qu'en meme temps Fetendue 
des deux cubes soit la plus grande possible. Quelle doit etre 
la quantity de faux marbre ou de vide ? et quelles doivent 
etre les dimensions des deux cubes ? 

73. Puisque la quantity de faux marbre ou de vide doit 
etre un minimum, Faddition faite au cote du cube compost de 
vrai et de faux marbre doit £tre aussi un minimum. De plus, 
puisque cette addition est ^trangere au vrai marbre, elle doit 
etre etrangere a ses dimensions, et par consequent a leur 
Jongueur. Done la ligne qui exprime une quelconque des 
dimensions du faux marbre doit etre perpendiculaire a celle 
qui' exprime la dimension correspondante du vrai marbre. 
Done le cote du cube forme de vrai et de faux marbre doit 
etre une ligne bris^e. 

I* 
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Soit cette ligne bris<§e {x±ys/—i),x etant la partie cor- 
respondante au vrai marbre, et +j/\/-i la partie corre- 
spondante au faux, Nos cubes seront done {x±y%/— i) r 

et (.r + a dbjF \/— 1 ) s . 

Puisque jy 1/ — i doit etre un minimum;, sa variation doit £tre 
= o. Puisque x est constant, sa variation doit aussi dtre = o. 
Mais il y a ici une remarque a faire. 

Si Ton prenoit les variations ou les differentielles de 

(#±jv ~~ i) 3 et de {x-\-2,±yv — i) f a Fordinaire, on re- 

garderoit par la meme x et ±y\/~—i comme ayant leurs 

variations distinctes. On prendroit (x±y V ^7), non comme 
line seule ligne bris£e 3 mais comme deux lignes distinctes. Le 
faux marbre n'auroit d'autre minimum que z^ro, et la question 

ne seroit pas r^solue. II faut done lier ±y s/ — i a x. Pour 
cela, il faut les regarder comme le sinus et le cosinus d'un 
m£me arc et que cet arc seul varie. 

74. Soit u Tare dont y est le sinus et x le cosinus. Soit de 
plus e le nombre dont le logarithme hy perbolique est 1 . On aura 

{x +yy — 1 ) := e [ J *z=ze 0{ f z=ze :fK 

rco$>u±;$in.tiV"Z~[^ , _*_ r j i ,„„, , .,.,,„ ,cos» Krhsin. wV 

3/< "7= l-~l v x V cos/w-f-sin/w si *V cos/ «4~ sin/ ?*-{-/[ -7============ 

I V cos.* w-l-sin/ w J l I I V cos/ u + sm/ u 

e r =:e v 

( en remarquant que / co tI^l!S = / £2!i!lM!li^EI = + * vCTI) 

L / Vcos/w-fsin/w ra y° n ~~ J 

= £ u J =e L J , dont la dirt e- 

rentielleest + 3^v / ^x^ 3/( ^ + ^ )2±3 ^^ I ? ou ±gdus/^i 

{x±y V — %y. 

On a done ±$duV^i {x±yV"^ly ±§du f V^t 
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t (^-f £ ± yV ~ i ) 3 =o, en d^signant par u' Fare dont ±y v ~i 
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est le sinus et a: -f 2 le cosinus. I/int^grale de cette Equation 

est (x±yV~iy~\- (x + 2±^v / ^7) 3 + C = o. Pour de- 
terminer la constante C, je remarque que, quand y = o, on 
doit avoir liquation (7). Done C = — 28, et liquation du 

minimum est (x ±yv / — i) 3 -^ (#± i )'V / *— 1 + 2) 3 — 28 = o. 

Cette equation donne pour x-^yV — 1 les memes valeurs 
que liquation (7.) pour x. On a done - 

x+yV — 2 == 1, ou — 1 + o x \/— 1 ; - (8). 

^ijy^ — * — — 2 -f-v — 6; -.•**.« (9). 

.r+jyv/ — 1 = — 2 — 1/ — 6; - - - - ( lc )* 

75. Ces valeurs de (x ±y\/—-i ) sont des minima et non 
des maxima. 
En effet liquation (10), par exemple, c*est-a~dire, 

x±y v — 1 + 2 + v — 6* = o est la racine d'une equation du 

second degre dont Fautre racine esUx+yV — 1 + 2 — 1/^6=0. 

Cette Equation est done (x±y V^i) [x+ys/^i)^z 

= (2 +\/— 6) (-j- ! s — V 7 — 6) = + 10. - 
Faisons (.r+jy V — i)=#, et^ifjyv — :i)=:-|-z\ Nous 
aurons %z> = 10, equation a Thyperbole entre ses assymptotes. 
Or Fhyperbole est toute convexe par rapport a ses assymp- 
totes. Si done une de ses ordonn^es ou de ses abscisses est 
ou un maximum ou un minimum, ce ne peut etre qu'un mini- 

mum. En effet les diagonales des ligne bris^es (x±yV — 1 ) 
et [x+yv—i) sont des minima par rapport a cette hyperbole. 

78. De plus, il est facile de montrer, d^aprcs une autre con- 
sideration, que la quantity du faux marbre est un minimum* 
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En.effet, le vrai et le faux marbre sont lies de maniere que 
leur ensemble forme une seule unite. Par consequent. Ies 
quantites de Fun et de 1 'autre sont en meme temps ou des 
minima ou des maxima. Or la quantity du vrai marbre est 
26ro et par. consequent un minimum dans Fun des cubes, et la 
quantity du faux marbre, dans Fautre cube, est aussi un mi- 
nimum ; car on ne peut diminuer cette quantity de faux marbre 
sans diminuer en meme temps les 28 cubes du vrai marbre, 
ou sans alt^rer la forme cubique. 

77. J'ajoute que, si Fon con strait les deux cubes comme je 
vais le dire, on trouvera que leur Vendue est un maximum 
parcequ'on ne pourroit Faugmenter sans operer une solution 
de continuity, ou sans que la quantity du faux marbre ne 
cessat d^tre un minimum. 

D'ailleurs liquation (x±^v / ^I) 3 + (x+s+j^") 3 — 28=0, 
qui exprime Fetendue des cubes demands et qui donne un mi- 
nimum pour les cot^s (x±yV— 1) et (x-^2±yV / '^i) de 
ces cubes, donne au contraire un maximum pour leur etendue. 
En effet elle se reduit a. celle-ei : - - - - - 

(a cause de Findependance des signes -f~ e * — , et de ce qu'ils 
ne marquent ici que des directions qui n*affectent point les 
quantites ) - "*"'*"" " - " ~ - - 

Cette derniere equation donne - - « - 

i*.[x±yy/-~i) (x+^V / I^i)===io,equationaFhyperbole; (11) 
c'est celle du No. 75 ; 
jq\ x 2 +> 2 = 10, equation au cercle - - - (is). 



ou 
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IDans Fequation (n ), les coordonnees bris6es qui expriment 
les cdtes des cubes, ont (comme je Pai dit) pour diagonale* 
un axe crhyperbole qui est tin minimum. 

Dans Fequation .(is), le premier membre qui quoique de 
deux dimensions seulement, exprime line nouvelle unite qui 
change P^tendue 28 du vrai marbre en une autre etendue 
plus considerable, ce premier membre, dis-je, represente le 
carr6 du rayon d'un cercle, lequel rayon est un maximum. 

78. Ainsi les deux conditions de la question sont exacte- 
ment remplies, quoiqu'elles semblent contradictoires. On 
voit par la que les imaginaires renferm^es dans Fequation du 
probl£me, bien loin de confirmer cette contradiction, four- 
nissent les moyens de concilier ces conditions. 

79. ..line s'agit plus que de construire les cubes donnas 

par les valeurs de x±ys/ — 1 que pr^sentent les Equations 
(8), (9) et (10). Le premier qui est le seul appellif, reel est 
specialement exclu par Fetat de la question. Construisons 
done le. second et le 3e< 

Comme le faux marbre est destine a remplir les vides 
laiss^s par le vrai marbre, il ne s'agit que de voir quels 
seront les vides contenus dans les cubes (— 2 + V^6) 3 et 
(_2_v / — 6)*. Ces cubes sont - - - - • - 
—8+12V/H6 +36— 6%/=6, et - 

— 8— i2t/H6 +36— 6\/^6\ 

Or ces cubes renferment deux sortes de vides, savoir, i°. 
ceux qiFindique le signe — ; 2 . ceux qu'indique le signe 

V — 1.' Les premiers sont des pleins soustractifs . Les se- 
conds sont des vides absolus. 
Bo, En effet i°. —8 est un cube qui a ses trois dimensions 
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et qui par consequent est plein, et comme il porte le signe — ■>, 

il est soustractif. £°. Au contraire — 6s/ — 6 n'a que deux 
dimensions pleines. 

Pour le prouver, je remarque que ±6V — 6 zzz-\-VW e 

, — \/(f. +V — iv/6. Or le signe V ~i attache a V6 

marque (No. 10.) que s/ — i %/6 est perpendiculaire a ce qu'il 
seroit, s'il ne portoit pas ce signe ; et sll ne portoit pas ce 

signe, on auroit -f* V 6 . — \/6 . + V6 = + ( \/6 ) 3 qui est un 
cube dont les trois dimensions sont pleines* Puisque Ies trois 

dimensions de ±{%/6 ) 3 sont pleines, les trois Iignes marquees 
par -{~%/6 , — \/6 et ±%/6 sont perpendiculaires entr'elles 
et la ligne marquee par ±\/6 est perpendiculaire au plan des 
deux Iignes marquees, par +\/6 et — V 6 . Si donc+V'SF 
devient ±s/ — i . v/6, la ligne marquee par ±VZHl . t/gf 
se trouvera n^cessairement dans le plan des deux autres 
Iignes. Le cube se trouvera done r^duit a un plan. II n® 
sera done plein que dans deux de ses dimensions. La troisieme 
dimension sera done ou vide ou nulle. 

8i. Maintenant je dis qu'elle sera vide et non pas nulle, ou 
plutot, qu'elle sera vide geometriquement et nulle arithme^ 
iiquement. 

Comme cette distinction est un point fondamental dans les 
principes que j 'expose, il faut que je Fexplique. 

Si, apres avoir parcouru une toise dans un sens quelconque, 
je la parcours une seconde fois en revenant au point de d6part f 
le nombre des toises que je parcourrai sera ==$, et la quantity 
dont je m^loignerai du point de depart sera = o. Ces deux 

resultats donnent les deux significations de +i — i. Le 
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premier donne sa signification geome'trique, et le second, sa 
signification arithmetique. Le premier exprime les operations, 
et le second en exprime la consequence. Le premier repr6- 
sente les mesures prises qui sont les donnees du caleul a f aire, 
et le second repr&sente le caleul fait d'apres ces donn^esu 
Pour savoir done si ce sont les donnees ou leur consequence 

qu'exprime -\rs/6 , _\/6 . +v /f — i V6, il faut examiner ce 
qui est demand^ par la question. Or, la question est de con*- 
struire un cube et de ; determiner ce qu'il contient de matiere 
reelle, Mais pour construire un cube, il faut avoir son c6t6 
et retendre dans les trois dimensions. Pour determiner ce 
qu'il contient de matiere reelle (lorsqu'on sait d'ailleurs qu'il 
en peut contenir qui ne le soit pas ) il faut savoir combien de 
matiere reelle s'etend dans ses trois dimensions. Le premier 
point de la question, qui consiste a mesurer, est g6ometrique; 
Le second, qui consiste a compter, est arithmetique. Or la 
reponse au premier point de la question* donne trois dimen- 
sions, et celle au second point :'n*en donne que deux.. La 
troisieme dimension est donne reelle geometriquement et nulte 
arithmetiquement. Cependant elfe ne peut pas etre reelle et 
nulle en meme temps. Elfe renferme done deux choses 
dont Tune est reelle et Fautre nulle. C'est done un vide et 
non une nullite absolue. La matiere est nulle ; mais 1'espace 
est reel. La 3e. dimension est done vide geometriquement et 

nulle arithmetiquement. Done le signe %/ — 1 mis devant 
repression d'un cube ou d'uri' paralieiipipede marque un vide 
dont retendue est egale a celle de ce cube ou de ce paralie- 
iipipede. 

82. II s'agit maintenant d'expliquer la difference qui se 

MDCCCVI. K 
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trouve entre ce que j'ai appelle p kin soustractif et ce que j'ai 
nomm6 vide absolu.* Le plein soustractif est, comme je Fal 
dit, design^ par le signe — *, et le vide absolu, par le signe 

V_i. La difference entre le plein soustractif et le vide 
absolu n'est done que la difference de ce qu'expriment les 

signes — et s/ — i e Le signe s/ — i appliqu^ a un espace 
qui s'&end dans les trois dimensions, marque par lui-meme 
la destruction, non pas de Fespace qui a 6t6 rempli, mais 
de la matiere qui le remplissoit. Le signe — marque 
cette meme destruction, mais non par lui-meme* II faut, 
pour qu'il la marque, qull soit accompagn<§ du signe 

+ « Ainsi, par exemple, dans le cube —8 — izV — 6 -f-36 

-j-6\/— 6, pour que — 8 repr^sente un vide, il faut ecrire ce 

cube ainsi: —8 — izs/~6 + 8 + 28+6V — 6. Or je dis que 
—8 + 8 d6signe un vide dont la partie — 8 s'&end selon la 
direction marquee par — , et la partie -j~8 s'6tend selon la 
direction marquee par +. Cons6quemment, Fespace — 8+8 
4-28 consid^re ge'ometriquement, e'est-a-dire, par rapport a 
son eiendue abstraite, renferme les trois espaces ddsignes par 
28, —8 et +8, savoir, 28 pieds cubiques dans le sens -f > 8 
cubiques dans le sens + et 8 pieds cubiques dans le sens — # 
II renferme done 44 pieds cubiques. Mais ce meme espace 
considere arithme'tiquement, e'est-a-dire, par rapport a son 
etendue materielle ne contient que Fespace marqu6 par la valeur 

* (N a ,) Ces considerations sur le plein et le vide peuvent paroitre plus que sin- 
gulteres dans une question de geometrie ; mais puisque j'introduis dans mon analyse 
des signes qui ont deux significations independantes l'une de 1'autre, il faut bien que 
j'obtieune des resultats de deux especes, e'est-a-dire, des resultat ont Fun ait un 
caractere que 1'autre n'a pas. La presence et Y 'absence de ce caractere sont ce que 
j'appelle^/d?* et vide, quel que soit ce caractere. 
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arithmetique de —§-{-8 + 28 qui est =28. Ainsi, tandis que 
*j~6<\/6 \/ — 1 repr^seilte un vide cubique =6V6, —8 conduit 
a un vide =8x2. 

83, Ce r^sultat, tout paradoxal qu'il est, est la consequence 
d'une propriete remarquable des quantites imaginaires, savoir, 
d'etre des logarithmes. 

N a . Qu'il me soit permis ici d mterrompre mon sujet, pour 
m'arreter un pen sur les propriety logarithmiques du signe 



84,. (Proprietes logarithmiques du signe V — 1. Je dis 

qu'en general, si Ton regarde V — 1, non comme la racine 
(racine impossible) du carre arithmetique — 1 (carr6 pareille- 
ment impossible), mais comme le signe de Y operation ge'o- 
metrique par laquelle on el£ve une perpendiculaire, on aura 

(v / Hi) w =±;z(v / ^i). 

Pour le prouver, supposons d'abord n un nombre entier 



V— I V 1 7C 1 

2 2 V— I 

2 



impair. Nous aurons V — 1 — —- = £ 

— V — i — + _ + 1- &c. J V — I 

Donc(V^_i)»=« 2 ^ l2 2 2 ; 

-~ ^(90°+ 90°+ 90°+ &c)VZT 

Mais que pent signifiercetexposant (9o*+9°°'+ &c.)V — 1 ? 
Dans aaf, l'exposant n marque que x multiplie a autant de 
fois que n renferme d'unitAs. Ainsi, dans ax n 9 n est un signe 
d'op^rations arithm&iques.-. Mais aucune operation anthme- 

tique ne pent etre designee par (90°+ 90°+ &c. ) V— 1. 
Get exposant est done le signe d'op^rations purement geo- 
metriques (No. 2), e'est-a-dire, d'op^rations ou Ton n'a en 
vue que les directions, sans consid^rer les longueurs. 
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85. II n'y a nulle analogie entre une multiplication et une 
direction. Comment done se faire une id6e claire d'un ex- 
posant qui indique une somme de directio?is, quand Pid^e qu'on 
a contume d'attacher exclusivement a un exposant est, qui! 
mdrque une somme de multiplications ? 

Un seul moyen se pr6sente. C'est de trouver une id6e 
coraplexe qui renferme les deux id^es de multiplication et de 
direction. Or /a mesure de Vitendue pr^sente cette idde 
complexe (No. 2). 

Prenons pour exemple le carre ABCD (Fig. 11). Pour 
mesurer ce carr6, jV porte la mesure de A en B, puis de B en 
D, dans une direction perpendkuhiire a celle de AB, Voila 
l'id6e de direction, Ensuite je compte s£par6ment les parties 
de AB et les parties de BC, puis je multiplie le norabre des 
premieres par celui des secondes. Voila Fid£e de multiplication,. 
De ces deux id^es ne conservons que la premiere, puisque la 

seconde est exclue par le signe V — 1. Dans ce cas, l'ex- 

posant ($o°+ 9o°~f &c.) V^—i exprimera un simple arc de 
cercle perpendiculaire au rayon, et le nombre dos multipli- 
cations qull exprimera sera z^ o, De la il suit que, pour 

ramener Pexposant (90°+ 90°+ &c.) v — 1 aux exposans 
ordinaires, e'est-a-dire, aux exposans qui sont des signes 
de multiplications, il faut le multiplier par o. On aura done 

O X (90° 4- Q0°4- &c)vdl o X » . 9oV^I _ j ; O X ^ . 90°^ _^ 

ssi + ox?!, goV^x . &c=b( voy£s la note cy dessows)^ 
1+0 %n f $Q \/«~i 9 

* On pent objecter contre cette equation que le o que j'ai ajoute an term© 
n . 90V ~1 ne le rend point nul, et que par consequent la yerfcabls equation n'est 

pas e°* n * P 00 *—" 1 ~ i+oxw . jjoV^l, mais .*.... 
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L' 'expression o % n . qo°V~i renferme deux parties, savoir, 
;/ • 9oV / —-i et o. 

Soit (Fig. 11.) Fare AEI=^ .90%/ — 1. Le signe %/ — i 

que renferme n.go°</ — 1 marque que AEI est perpendicu- 
laire au plan de ce papier. En effet si n .90° ne portoit pas 

le signe %/ — 1, il seroit d^ja perpendiculaire an rayon CA, 

Or le signe v — 1 ne pent pas le faire cesser d'etre perpen- 
diculaire a ce rayon, puisqull ne pent pas le faire cesser d'etre 

pn arc de cercle decrit de ce rayon. Done le signe s/ — 1 

' * l * Z 1 . 2 » 3 

Pour prevenir cette objection, je retnarque 

i°» Que ce qui est represente par une serie ne peut etre que le results d'une suite 

d'operations purement arithmetiques ; que par consequent on n'y dolt considerer 

que la valeur arithmetique. Or oxw . 90V--1' est aritbmetiqitement » 

.,„.,.„..» (o "xu . oo c v*" -w 1 ) 

srox^f . goPV— 1 -f \ ZZ^L ,, ,-f. &c # C*est ce qu'il est facile de montrer. 

1 ♦ z 

En effet si n . 90 V~- i exprime quelque chose, ce ne pent etre qu'un arc inniefinl 

AEt (Fig. n.) qui fcomme je le prouverai dans le texte) dolt etre perpendiculaire au 
plan de ce papier, Cet arc est purement descriptif. La chose dont il determine la 
position est la seule qu'on doive considerer dans la serie precedente. Mais quelle est 

cette chose dont 1'arc AEI determine la position/ Cette chose, quelle quelle soit, 

doit efre sur le plan de ce papier, Or Tare AEI etant perpendiculaire au plan de ce 
papier ne peut determiner sur ce plan que deux points. La chose qu'il y deter- 
mine se recJuit done I deux points dont la vahur arithmetique est nulle. Done tous 
Jes termes de Ja serie prec|dente # a Perception du premier (qui est i) sont aritbme- 
tiquemeiit nuh. 

Je remarque z*. que les termes qui, dans cette serie suivent le terme oy % n .goWSZT 
i^ajoutent mn J* sn vahur descriptive. En effet tous ces termes sont rendus 

descriptifs par Is signe descriptif n . $p°yZ7% cpj'ils contjennent, Chacun de ces 

terms* s^ rediit 4om m mgm descriptif n • go^ZZi repete un nombre quejeonque 

# foil, Cette repetition modifie I la verite Petendue de Tare aIT, mais die ne lui 
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joint au signe de Fare de cerde n .90° marque une double 
perpendicularity, e'est-a-dire, la perpendicularite a un plan, 
Or ce plan ne peut etre que celui de ce papier. A regard de 
o, nous 1'avons pose pour exprimer une nullite de multiplied- 

tion . o x m x QO°V — 1 n'exprime done qu'une trace de ligne 

mise au bout de la ligne CA et qui lui est perpendiculaire. 

Done, en repr6sentant o x n . go°\/ — 1 par T (AEI) qui sig- 



signifie trace de AEI, nous aurons (suppose CA=i) 



:T(AEI) 



1 + x n .go°V — 1 = CA-j-T (AEI). Done 

^+T(AEI)^-T(ARI) J ca + T( £&0 | [ CA~T(AEI) } 

-f AElVZTi _ AEI VZ7 

80. Ainsi, quoiqu'on ait — ^~ — — = sin, AEI, on 

+T(AEI) -T(AEI) 

af ^f =T(AEI). Pour que ce point paroisse 



fait pas deerire d'autres points sur le plan de ce papier. Elle n'ajoute done rien a sa 
valeur descriptive. 

Je remarque 3 . que la serie precedents est zzcos. o x n . 90°±sin. o x n,go°V~i ^ 1 . 
Or cette meme serie rri-j- une suite de termes dont oxn . 90°V~ est un des 
facteurs. Designons cette suite de termes par T. Puisque ox«. 90 c VlTi est un 
des facieufs de T, T est done (arirhmetiquement) rro. II est done purement 
descriptif. Or le rayon 1 exprime la distance du cercle et la circonference. Done la 
serie entiere (i+T) traduite en langage descriptif signifie : - - - ' _ 

la distance 1 plus la description de Pare AEI, ou, en d'autres termes ; 
la trace de I'arc AEI dicrit a la distance 1 d y un point pr is comme centre. 
O re °Xn .90° — 1 ct i + o"x« . 90°i/JTont l'un et 1'aurre cette meme signi- 
fication. Done 1'equation e° xn * 9°°^— 1 ~i + oxn. 90VU1 est une equation 
identique. 
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clair, il suffit de remarquer, i°. que ce qui est exprim^ par 

AEI renferme deux idees, savoir celle de nombre et celle de 
direction ; s°. que lorsqu'on determine un sinus, c'est sa valeur 

numirique seule qu'on determine ; g°. que !e signe %/ — i ex- 
clut toute id^e de nombre aussi blen que ie signe o ; 4 . quli 
en est de m£me de ce que je me suis propose de designer par 

T ( AEI ) ; 5° que . ~ — -— > en aneantissant le signe 

%/ — 1 de Fexposant par le signe %/ — 1 du d^nominateur, et 
en n'admettant pas le signe o, ne laisse que la valeur nu- 

*T(AEI)^ -T(AEI) 

merique ; 6\ qu'au contraire « — > en n*an6antis~ 

sant pas le signe V— 1 qui exclut toute id£e de nombre, et 
en admettant le signe o, ne laisse subsister que la valeur 
descriptive. 

8j. On peut done poser pour principe g^ndral, que 

\e -~e 



divise par V — 1 est = sin. nx, tandis que 

i , nf non divise par V —1 et = n . T (x) 9 

Or je n'ai mis le signe o que pour oter, par un signe connu, 

toute id6e de multiplication ; mais le signe V— 1 seul suffit 
pour exclure cette id6e. On peut done supprimer le z£ro, 

+ nx\«~~i ~-ra#V — 1 

Doncf — = kT(4 Done (V~iy~ 



tin 1— — — nir A / — 
-* - 2 






(n 6tant un nombre en tier impair) 



n * mt) =? K^ — *)• 
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88. Cette equation, toute singuliere qu'elle pent paroitre, 
n'est que Pexpression alg^brique du principe pose au com- 
mencement de ce m&noire, savoir, que V —i est la signe de 
la perpendiculariie , abstraction faite de toute longueur de ligne\ 

En effet le premier membre ( V — i) n marque que le signe 
V '_ i de la perpendicularity est repete n fois, c'est-a-dire, est 

attache n fois a la merae ligne i. Le 2d. membre n . T (^ 

marque que Tare — qui est la me sure de la perpendiadariti est 
trac£ n fois. 

89. J'ai suppose n un nombre entier impair, afih que le signe 
1/ — 1 ne s'an6antit pas. Sin dtoit.un nombre entier pair, le 
signe v/^i s'aiieantiroit,etFon pourroit croire qu'alors l'^qua- 

tion(v — i)*=ra.-T [— j n'auroit pas lieu, puisque (No. 86) 

j'ai fonde la verit6 de cette Equation sur ce que le signe V^i 
qu'elle renferme exclut toute idee de nombre. Mais cette 
difficult^ n'est qu'apparente. En efFet lorsque n est un nombre 

entier pair, ce n'est pas le signe s/ — 1 qui disparoit, mais le 
sinus de Tare n . -^ qui devient =0. Alors, lldee de nombre, 
bien loin de se trouver retablie, se trouve doublement exclue, 

savoir, une fois par le signe V — i qui subsiste toujours, et 
une seconde fois par l'an6antissement de la valeur numerique 

du sinus. Je dis que le signe V— 1 subsiste toujours, parce- 
qu'on ne pent l'an6antir qu'en le divisant par lui-meme. 

90. I/equation (s/ — i)"=n . T (■—} est done aussi vraie^ 
lorsque n est un nombre entier positif. Maintenant je dis 
qu'elle est egalement vraie, quel que soit n, entier ou frac- 
iionnaire, positif ou n^gatif. Pour cela, il suffit de substituer 
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a Fidee de perpendicular! te Yid6e d'une inclinaison quelconque, 
Dans ce cas, les deux membres de liquation. - 

( V — 1) w =b +— . t(y) exprimeront Finclinaison —^ re« 

p£tee # fois dans le sens «f- ^ u dans le sens . — . 

91. De ce qui vient d'etre dit je tire deux consequences. 
Premiere consequence. Soit R un rayon quelconque* 

R ( yCIi y exprime la trace d'un arc quelconque ^ d^crit du 

rayonR* Si R =s — etn=p xo, -£• ( V — i)* xo exprime la 
trace d'une ligne droite quelconque* Par la 0^ pent ecrire 
algebriquement et calculer a la maniere des logarithmes les traces 
d'un nombre quelconque de lignes avec leurs longueurs et leurs po- 
sitions. Je regrette de ne pouvoir m*6tendre ici sur cette 

propriety du signe V — 1 qui paroit devoir etre d'une grande 
utility dans la g6om£trie descriptive. 

92* Seconde consequence. Pour passer du logarithme 
+ — * T [ — ) a son exponentielle, il stiffit de diviser ce logarithme 



p ar s/ — -i. voyez le No, 86. 

93. Revenons a nos cubes de vrai et de faux marbre. 

Ces cubes sont — — -8 + 12 v — 6 -\- 36 — 6v6. Pour 
avoir le fauxmarbrequ'ils contiennent, il faut les exprimer ainsi : 

8(</IZ7) 2 +i2 . Vs(V~i) ±l +g6(v/ZZI)°-f 6\Z6(V^i}- 
quidonne(No.8 4 .) ------- 

(2 > 8 + 12 . v o -f~ o . go— 6V 6 ) V — i, Le signev — 1 
marque ici que les signes -|" et ~" ne sont P as des signes 
d'addition et de soustraction. Par consequent la quantity du 

faux marbre est a . 8 -f- is\/6 J^6\/6 = 16 + i8t/6, 
mdcccvi. L 
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Pour avoir le vrai marbre que contiennent nos cubes, il faut 
les exprimer ainsi ; -.«.-.«_«.„ 

-8+12^/6 C± T (T)].+S e + 6 ^®C— T (f)]- Or (No, 86.) 
le signe T[—j an^antit toute valeur numerique. Done la quan- 
tity du vrai marbre se r^duit a —-8 + 36=28, comme le 
probleme Fexige. 

94. Regie generale. Etant donne une expression telle que 

n 

(A + B\/^i) m dont le d^veloppement contient des termes 

affect^s du signe s/ — 1 et des termes qui n'en sont pas 
affect£s, on connoitra la somme des termes r^ellement af- 
fectes de ce signe, par la regie suivante : Dev^loppez; 



n 



( A ± BV ^T) m suivant la formule du binome, en observant, 

i°. de donner a V — 1 les exposans indiques par cette formule, 

2 . que (v^^i) 41 (i 6tant un nombre entier quelconque po« 
sitif out n^gatif ) fait le meme efFet que o ; 3 . Qu'il ne faut 
faire aucune autre reduction que celle de 42 a o. Cela fait, 

tous les termes qui ne seront pas affects de (\/— i) 4i 
resteront Leur somme sera done celle des quantity r^elle- 

ment affectees du signe V — 1. 

On voit que, dans ce cas, — 1 2 se trouve 6tre.ee qu'on 
appelle un carr6 imaginaire. 

95. Sur la solution du 5c probMme (No. 70), je remarque 
a°. Que Pequation (7.) qui est du ge. d6gr<5 n'est pas dans le 
cas irreductible. On peut eependant a Taide des imaginaires, 
la r^soudre comme celles qui sont dans ce cas, C'est ce qu'il 
faut montrer. 
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Cette Equation developpee donne celle ci : 
x 3 -{- 3^ 3 + 6jc — 10 = - ( 1 3)< 

Je fais x =jy — 1, pour an^antir le second terme, ce qui me 
donne jy 3 -f- 33/ — 14 = .----.- ( 1 4)« 

En imitant le proced^ dont on fait usage dans le cas irre- 

ductible, si Ton represente par as/ — 1 Tangle dont le sinus 
est —14 et le rayon 2 s/ — 1, on aura pour les trois racines de 

1 'equation ( 14) jy = sin.— — ,jy=sin*{(6o° — ~~ ]\/— 1, 
ety =' — sin. I (6o°+ — \s/ — 1 

ou bien (en " multipliarit ces sinus par leur rayon 2%/ — 1, 
pour les ramener au rayon des tables que je suppose = 1) 

=2\/ — 1 x sin.^~^ ? jy===2l/^i x sin.[(6o° — — jv^^T j, 

etjy= — 2\/— ixsin.j" (6o°+~) V'^Tj, 

On verra dans la question suivante (No. 105.) ce que c'est 
que ces sinus imaginaires plus grands que leur rayon. En 
attendant, il faut montrer analytiquement que les trois racines 
qui viennent d'etre poshes resolvent Tequation (14). 

96. Pour donner a cette recherche toute la gen^ralite pos- 
sible, supposons' que liquation proposee soit y z -\-py ~\~q — o 
( 15,), et que cette equation ne soit pas dans le cas irreductible^ 
et meme que p soit positif. 

Je d^signe par aV — 1 Tangle dortf le sinus est-? (qui, pour 
Tequation (14), s6 reduit a —14) et dont le rayon est 

%s/ — — (qui, pour liquation (14), se reduit a s\/ — 1); et 
j'ai pour Tequation (15), comme pour Tequation ( 14 



Xj ;& 
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jy=-f 2 V — - x sm. 



< 



3 3 



= — 2v/^~ — x .sin. I (6o°4~ — ) </ — i j. 

97. Pour montrer que ces trois racines sont les vraies ra- 
cines de Fequation (15), il faut les developper. 

o 1 X £ av — i / P f / - aV — i t 

i°.;=+2v/- f xSm .- 1 - = v X— .^|( x sm.- T -+ 

4- cos. + (sm.— cos. — —J L 

3 3 j * , 

Or supposons que le plan sur lequel Tare -^ est d^crit soit per- 
pendiculaire a celui de ce papier. Si le sinus de cet arc est 
parallele au plan de ce papier (comme on est maitre de le 
supposer,) son cosinus sera perpendiculaire a ce m£me plan. 

& 1 1 i ■m i ni; . ' f ' V » 

Alors %/— — x sin. — — restera comme il est, parceque les 



truisent Tun Fautre . Jf — . -£■ x cos. ^— ~, au contraire, se 



3 3 

deux signes de perpendicularity que ce terme renferme se de~ 

IT nV, 

— x cos. — 

J* 1 

changera en %f — — x cos, — . Done - 

v 3. 3 

+ v ""■ 7 1 ( sm - — ^ h cos * — ; — ' 4"( sm -~ 7~ ~~ cos. — — fdevieni 

3 v. 3 3 * 3 3 * j 

^== + V^-— f {(sm.— j-cos.j) + (sin.-Y-~cos.j= - - - 

= -j- v' — ~ { (sin. at/ — 1 cos. a) r -\~ (sin. — — — cos.—) 3 j = - 

j£t , « i i nn in iin iii i i.il . H i ** rmy-w^—m \ mmmmmmm m w m me*mmm *m***&**«m*»*> mm^ m mmmn m m m i^mmrm i mu \ t ■ , ,pn ■ % 2" 8 _ 

= +\X ~ ' 4* { (sin.(^l/ — i)~{-v r ayon 2 — (sin.(aV — i)} a ] 3 + (sin.(^\/ — i 

— v rayon*— (sin # (at/ — 1) fj J J= 

. ^^ ^ /" _ ^ a. — ■ ■■ ■ «■ ■ > ■■■i1«..i..ini..« >i i, mi 1 — I «" yf " « — ' ^r.- I il l ill W i m i ■ « n - i\ .» 
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sm 



.(aV. 



) x \/{—£)'+\A 



4-$m*a( — — 

3 / f v 3 / J 



T I 



+ [sin.(aV—i ) x y ' (• 



j~ 



PV i ,^*./ /> 



-f-sin. a <z( 



x 

3 



98. Puisque #l/— 1 est Tangle dont le sinus est™etle 



rayon 2 



j 



P 



, on a pour le rayon 1, 



+ 



3? 



-f-sin.aV — 1= — £ 



2 



v/-4 



3 



. De plus sin. (aV — 1 



(sin. a)V — i.' Par consequent sm*[a\/ — 1 )■= — sin,* a* 



Ainsi sin. s a 



sm 



.*(«•— i) 



y 



valeur precedente de y devient done 



i. 

3 



II 

3 



La 



JL 

2 



L 

2 



+ 



j 



L 
3 



m 



gg. Mais cette valeur de jy tire son origine d'un arc perpendi- 
culaire au plan de ce papier, aussi bien que son cosinus qui est 

IT ou J 



j 



L 
3 



+ ("7) x ^ — *• Si Ton remet cet 



arc sur le plan de ce papier, son cosinus s'y trouvera et son 
sinus y restera. Le sinus conservera done son signe, mais le 

cosinus perdra le sien qui est s/ — 1.. On aura done en derniere 
analyse ------- 



y 



2 



+ V (?) + 



<7 \* - 



'■ i - 1 . , « I 
1 j ^ > •" • 



2 



y 



fj'+ 






(17), 



C'est la formule connue sous le nom de formule de Cardan. 



iqo.. 2 : y 



2 



J - |~ x sin. { ( 6o°— -~ ) V - 1 



M. Bue'e on imaginary Quantities, 



j 
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3 



siri.|'(6o°— 
-f- sin. J (66 

y^[{sin.(6o°- 



a 

J 
o 



%/— i j — cos. ( 6o°— 



a 

7 





1 /J 



a 
? 



)%/ — i ~j- cos. (6o°— — J -f- 






a 

7 



JL 

3 



+ [sin. (6o°— j) }1/— .1 — -cos.(6o°- 
(cos. 6o°+ sin. 6oV~i) (cos. A— sin. — V~i) 



(cos.6o° — •sin.GoV'— i)(cos.— + sin. —%/ — i) 



i 

3 



(cos,6o°+sin.6?o°v — i ) (cos.# — sin.aV' — i) 3 
(cos. 6o°— sin. GoV 7 — l) (cos* a + sin. av^-L)^ 

sin. #\/l_i . 



=(cos.6o°+sin. 6o°V=7)x— J — -{ 
+(cos.6o°~sin.6oVZ^) x _ ^/ _ . 

Or cos. 6o°=i ; sin. 6o°= ™ ; 



cos.a) 



3 



(sin.aV' — ij+cos.a) 3 



— A — 



V — — (sin.^zl/ — i +cos.^) 3 ==(Nos. 97,98,99') +— + 






. Done jy 



i-f^-3 



2 






+y(ir+m?+( i 



v: 



3W£ 
2 



y 



3 / ■ \ 2 



xl I 



(18). 

C'est la formule generate pour la seconde racine de liqua- 
tion (15). 

101. 3 . II est facile maintenant de voir de la ge. racine 
de cette Equation, laquelle racine est - 

y = 2v / — |- x sin. { (6o°+ ~) s/ZZi } , devient 



y 



V . 



2. 



3\( J. 

2 



+ */ 



iU 3 



4" 






■f_|_f I + v '-3 



9 

2 
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— V[~ \ +(•7") y OsO- C'est la formule g&nerale pour 

la ge, racine de liquation (15). 

102. On voit done par ce detail que les formules (17)? 
(18) et (19) qui sont les formules generales pour la resolu- 
tion des Equations du ge. d£gre, sont les meines que les 
formules (16). Mais celles-ci ne different des formules pour 
la resolution de ces m&mes equations, dans le cas irr£ductible, 

A 11 m — i ^ 

qu'en ce que Tare et le rayon portent le signe v — 1, e'est-a- 
dire, qu lis sont dans un plan perpendiculaire a celui ou lis 
seroient dans ce cas. J'ai done prouv6 ce que j'avois intention 
de prouver, savoir, qu'on peut r^soudre les Equations du ge. 
d£gre, dans tous les cas, de la m£me maniere qu'on le fait 
dans le cas irreductible, e'est-a-dire, par un sinus. 

103. II ne me reste plus qu'un point a discuter sur cette 
matiere ; e'est de savoir ce que signifient des sinus ou des 
cosinus imaginaires plus grands que leurs rayons. C'est ce 
que j e vais faire dans la question qui suit. 

Probleme VI. 

104. Que deviennent les courbes du 2d. d6gr£, c*est~a> 
dire, les sections coniques, lorsque leurs ordonnees deviennent 
imaginaires ? 

Commenipons par le cercle. Son Equation est, en mettant 
au centre Torigine des coordonn^es, yy=zaa-—xx. Lorsque 

x > a, on ayy — — [xx — aa), ety = + s/ xx — aa . V — 1 ? 

ou bien yV — 1 ==. +V xx — aa. Si Fequation jy= ±y aa — xx 
exprime Fordonn^e d'un cercle decrit sur le plan de ce 

papier, avec un rayon = a> Fequation y V — 1 = zp V xx~aa 
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exprime FordonnEe d'une hperbole Equilatere d&rfte sur un 
plan perpendiculaire a celui de ce papier, et ayant a pour la 
valeur de chacun de ses deux demi-axes. 

105. Soit AD BE (Fig. 12) le cercle dont FordonnEe est 
jr= + V aa — -xx, et AC = a, le rayon. AmnBpq est Fhy~ 
perbole equilatere dont FordonnEe est y=z ±s/xx — aa . %/ — 1 , 
ou ys/> — >i —ZfV xx — aa. Cette hyperbole est supposEe 
dEcrite sur un plan perpendiculaire a celui du cercle. AC, 

HHrMWWMHMI III lllillBI Willi 11 Willi III lawMaOBMNHMMHUa 

CD, sont Egaux a ses deux demi-axes. a'Cdf et b'Cc' sont 

ses assymptotes. Cqs assymptotes font avec Faxe AB le 

meme angle que les lignes aCd, bCc, font avec ce meme axe, 
c'est-a-dire, un angle de 45°, 

Or x et y coordonnees du cercle sont le sinus et le cosinus 
de Fare qui leur correspond. Done x et y coordonnees de 
Fhyperbole Equilatere dEcrite sur un plan perpendiculaire a 
celui du cercle sont ce que deviennent le sinus et le cosinus , 
lorsque le sinus devient lui-meme plus grand que le rayon, 

106. Hyperbole Equilatere. 

Faisons tourner, par la pensEe, la Figure 12 de maniere 
que Fhyperbole AtnnBpq se trouve sur le plan de ce papier,, 
Ce mouvement rendra le cercle ADBE perpendiculaire a ce 

meme plan. Par la, FordonnEe yV—i — ~l.Vxz — aa de 
cette hyperbole cessant d'y Etre perpendiculaire, perd son 

signe %/ — 1 , et Fon a y = + \/xx — aa, ou yy '= xx — aa. 

Lorsque x < a, on a yy = — (aa — xx), qui donne y V— 1 

= ±%/aa — xx, equation & un cercle perpendiculaire au plan 
de ce papier. 

X/equation yy = — - aa ~f~ %% donne (a%/*>~ 1 ) 2 — ~ (x>/-—i f, 
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qui differe de Fequation (7) y*— [•—*/— - 1 )* -~ z * (No. 43, 
ProbLIL) en ce que, dans cette derniere Equation, Fabscisse 
% est r^elle, au lieu que, dans liquation y 2 — [aV —i) % —^ 

-— {xV — 1) 2 , Fabscisse xV — 1 est Imaginaire. Cela vient 
de ce que liquation du No. 43 est celle d'un cercle d^crit 
■d'un mouvement conique, par line ligne bris^e, au lieu que 
Fequation du present num6ro est celle d'un cercle decrit sur 
un plan perpendiculaire a celui de ce papier, 

Ce numero-ci et les deux prdc^dens montrent que le cercle 
de vient une hyperbole equilatere perpendiculaire, et Fhyper- 
bole equilatere, un cercle perpendiculaire, lorsque leurs or- 
donnees cleviennent imaginaires. 

107. Ellipse et hyperbole non-dquilatere. 

Supposons que toute la Figure 12 tourne egalement autouf 

de Faxe AB, sans que ce papier tourne en meme temps. 
Alors, au lieu d'un cercle et d'une hyperbole equilatere, on 
aura, d'abord par la projection du cercle sur ce papier, une 
ellipse, ensuite par la projection de Fhyperbole Equilatere sur 
un plan perpendiculaire a ce papier, une hyperbole dont le 

grand axe sera = AB, et dont le petit axe sera < DE. 

Les diametres ad, be, deviendront des diametres conjugu^s 
egaux Fun a Fautre. Leur angle restera egal a Fangle as- 
symptotique, quoiqu'alors < 90 * 

108. X/equation de cette ellipse rapportee a ses diametres 
eonjugues egaux sera la meme que celle du cercle, savoir, 
yy z^zaa — xx ; mais ses coordonnees feront entr'elles un 
angle 6gal a celui des diametres conjugu6s. 

II en sera de meme des coordonnees de Fhyperbole rap- 
portee a ses assymptotes, 
mdcccvi. M 
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On peut done raisonner sur cette ellipse et cette hyperbole^ 
comrae nous Tavons fait sur le cercle et F hyperbole £qui- 
latere. On y trouvera les memes analogies. 

109* Parabole. 

Son Equation est yy <zzzpx. Si x est n^gatif, on a — yy =^px, 

qui donne y V ^7 =£= ±px. Cette seconde equation repr^sente 
tine seconde parabole qui est perpendiculaire au plan de ce 
papier et qui s^tend dans la partie negative de l'axe de la 
premiere parabole supposee d^crite sur le plan de ce papier. 
Les sommets des deux paraboles se touchent, et les directions 
de leurs axes sont opposees. 

110. Prenons maintenant une vue generale de toutes ces 
sections coniques a ordonnees imaginaires., que j'appellerai 
appendices des sections coniques, 

i°. X/hyperboie 6quilatere est Fappendice du cercle. L'hy- 
perbole non-6quilatere est celui de Fellipse, et la parabole 
celui de la parabole. Or comme les courbes-appendices sont 
perpendiculaires a leurs courbes originates, celles-ci le sont 
a celles-la. Done le cercle est Fappendice de Fhyperbole 
ciquilatere, &c. 

111. a*. L'axe commun a la courbe originale et a la 
courbe-appendice est la projection de chacune de ces deux 
courbes sur le plan de son appendice. 

lis. 3*. Comme toutes ces courbes ont deux axes, savoir, 
celui des abscisses et celui des ordonnees, il faut dire relative- 
ment au second axe tout ce qui vient d'etre dit relativement 
au premier. 

113. 4 . Comme les courbes appendices ont les memes 
axes que leurs courbes originates, ces axes ont dans toute 
leur etendue, e'est-a-dire depuis — 00 jusqu'a + go > des 
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ordonnees qui leur correspondent. Or il est facile de voir que 
ce que j'ai dit des sections coniques peut se dire egalement de 
toute autre courbe, soit algebrique, soit transcendante. Done, 
supposant Taxe decrit sur le plan de ce papier et appellant 
ordonnees deux especes de perpendiculaires a cet axe, savoir, 
celles qui sont sur ce papier et celles qui y sont perpendicu- 
laires, je suis autorise a 6tablir cette proposition generate: 
Une courhe quelconque a dans toute Vetendue de chacun de ses 
axes, c *est-a-dire , depiiis — qo jusqu'a -J- Oc , autant d' ordonnees 
que ledegre de son equation contient d * unites y et comme le degre 
d'une courbe transcendante est infini, le nombre de ces ordonnees 
dans tout le cours de chaque axe est infinu 

P. S. Depuis la composition de ce Memoire, j'ai lu, dans 
le ler. Tome des Memoires de la Societe de Turin, un Me- 
moire de Mr. De Foncenex intitule: Reflexions sur les 
Ouantites imaginaires, ou se trouve Particle suivant ; 

" No. 6. Si Ton r^flechit sur la nature des racines ima- 
" ginaires qui, comme on sait, impliquent contradiction entre 
€C les donnees, on concevra evidemment qu'elles ne doivent 
€i point avoir de construction geom^trique possible, puisqu'il 
" n'est point de maniere de les consid^rer qui leve la contra- 
c < diction qui se trouve entre les donnees immuables par 
c < elles-meme. 

" Cependant, pour conserver une certaine analogie avec les 
€i quantites negatives, un auteur dont nous avons un cours 
€( d'algebre d'ailleurs fort estimable a pretendu les devoir 
" prendre sur une ligne perpendiculaire a celle ou Ton les 
" avoit supposees. Si, par exemple, on devoit couper la ligne 

M 2 
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u CB (Fig. i) = 2a de fa 9 on que le rectangle des parties 
u x % (za — x) fut egal a la quantity sa a , on trouveroit 

" x==a±V^a\ Pour trouver done cette valeur de or, 
" qu'on prenne sur la ligne CB, la partie AB=s#, partie 
" r£elle de la valeur de .r, et sur la perpendiculaire DD', les 
" parties AD, AD', aussi = a, on aura les points D, D', qui 
" resolvent le probleme en ce que BD x DC,ou BD'x DC'=2^; 
" mais puisque les points D, D', sont pris hors de la ligne CB, 
" et qu'une infinite d'autres points pris de meme, auroient 
" aussi une propriety semblable, il est visible que, si cette 
" construction ne nous induit pas en erreur, elle ne nous fait 
" absolument rien connoitre, C'est cependant la-un des cas 
" ou elle pourroit paroitre plus sp6cieuse ; car le plus sou vent 
" on ne voit absolument pas comment le point trouve pourroit 
" resoudre la question, quelque changemens qu'on se permit 
u dans Fenonce du probleme, 

" Les racines imaginaires n'admettent done pas une con-* 
" struction geom^trique, et on ne pent en tirer aucun avail- 
"• tage dans la resolution des problemes. On devroit par 
u consequent s'attacher a les <§carter autant qu'il est possible 
" des Equations 'finales, puisque prises dans quelque sens que 
" ce soit, elles ne peuvent pas resoudre la question, comme 
'Vies racines negatives dont toute la contradiction consiste 
" dans leur maniere d'etre a regard des positives/' 
Voici les reflexions que cet article m'a sugg&rees* 
i°. La question expos^e par Mr. de Foncenex est k pen 
pres la meme que celle proposee par Mr. Carnot et qui est 
le 2d probleme du present ecrit. Je ne connoissois pas les 
objections de Mr. de Foncenex; mais quand je les aureus 
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connues, .f'aurois dit exaetement tout ce que j'ai (lit, et rien de 
plus,^ 

2 , Ecarter les quantity imaginaires des Equations finales, 
cotnme Mr, de Foncenex le desire, est une chose impossible, 
■pass6 le second d6gr6;-a moins qu'on n'employe les sinus on 
les cosinus, et je prouverai ailleurs que Y expression fnie des 
sinus et des cpsiftus. renferme, non seulement de fait, mais 
?ike$$azrement)\e signe \/ — i/f 

On a vii aux Nos. 95. et suiv. comment la supposition d'un 

rayon portant le signe V'-im'a conduit aux formules connues 
pour les Equations du g&. d6gr£, dont la premiere ne renferme 

plus ce signe. Si ce rayon ne portoit pas le signe V^l, 
alors ce signe reparoitroit necessairement dans cette premiere 
formule qui alors repr6sehteroit le cas appell^ irreductible. 

3 . Dans les problemesque je me suis 'propose, je crois 
avoir fait voir que les racines imaginaires en donnoient des 
solutions qui h'6toient pas absurdes. On a meme vu un 
probleme du 3c degr£, et par consequent possible, qui ne 
pouvoit etre resolu par la racine re^elle, et qui Petoit sans 
absurdity par les deux racines imaginaires. 

4V On a vu un probleme (c'estlege. ) qui paroissoit ab- 

■ • * Je n*ai pas cru devoir parler d\m Memolre de Mr, Kbuk qui se trouve dans 
le 3c tome des nouveaux Memolres de Petersbourg, ou ce Professeur' en treprend.de 
,construire les quantites imaginaires, parcequ'il y suppose tacitemet V~i rn — V7". 

f Mr. Woodhouse, dans un exellent Memoire sur les quantites imaginaires 
insere dans les Transactions Philosophises de 1801, veut qu'on substitue aux signes 
geometriqucs sin. cos. &c. les expressions iinies imaginaires dont je park ici, et i| 
regarde ces expressions qui renferment le signe V~ comme representatives de series 
infinies arilbmetiqnes. Tout cela est parfaitement consequent au principe, que 
Valgebre n'est qu'une aritbmetique universe He* 
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surde et dont la solution (par des racines imaginaires ) avoit 
on sens qui ne F6toit pas. Ce probl&ne n^toit absurde qu'en 
apparence, C'&oit une 6iigme. Les racines imaginaires in- 
terpretees selon les principes de ce memoir e en ont donn6 le 
mot, R6soudre ainsi un probleme, ce n'est pas en changer 
Fenonce, c'est Fexpliquer ; ce n'est pas seulement r^pondre 
a une question propos^e, c'est encore dire comment elle 
devoit Fetre, Enfin, quelque sens qu'on ait en vue, en pro- 
posant une question qui mene a des racines imaginaires, ces 
racines y satisfont. Si c'est un sens raisonnable, elles le 
donnent et Fexpliquent Si c'est un sens absurde ( ce qui 
h'arrive que quand on prend ces racines arithmetiquement) 
elles en montrent F absurdity, mais elles ne Fexpliquent pas ; 
car ce qui est absurde est inexplicable. 

5°. J'ai dit que, pour resoudre alg£briquement une question, 
trois choses etoient necessaires; i°. traduire la question en 
langage algebrique; 2°. traduire F&nonce algebrique de la 
question en sa solution algebrique ; 3 . traduire cette solu- 
tion algebrique en une solution Executive. 

Rien ne fait plus d'honneur a Fesprit humain que la sagacity 
et Faddresse qu'on a mises dans la seconde espece de ces 
traductions. 

La mdthode des variations de Mr. La Grange et Fusage 
qu'il en fait dans sa mecanique analytiqae ofFrent des modeles 
admirables de la premiere espece ; mais il y manque un point 
esseiltiel qu'ii etoit impossible a Falgebre-arithm&ique d'ob- 
tenir. Je nFexplique. Les questions de mecanique roulent 
sur des quantity concretes. La maniere meme dont ces 
quantity sont concretes fait partie de ces questions. Ainsi 
traduire ces quantity concretes en quantites abstraites, c'est 
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les traduire imparfaitement. Dela ^impossibility presque 
continuelle de parvenir, zl Taide de ces traductions, aux solu- 
tions demandees.* Dans les cas raeme ou Ton a r^ussi, ce 
n'a €t€ qu'avec une difficult^ extreme. Quelle profondeur^ 
quelle addresse, quelle sagacity n'a til pas fallu 9. Mr. La 
Place pour poser, avec le seul secours des Equations difF^ren- 
tielles connues ( expliquees a la maniere ordinaire ) la derniere 
pierre a Tedifice Newtonien ! Avec les seuls signes ~f- et — , 
on ne peut traiter que la geom^trie mensurative ; cependant 
les probl^mes de mecanique n'appartiennent pas plus a cette 
g£ometrie qu'a la geom£trie descriptive. 

A regard de la ge. espece de traduction qui n'est pas 1& 
raoins importante, on s'en est beaucoup moins occupy que des 
deux autres. Aussi je puis titer un probleme c616bre en m£ca- 
nique (celui des cordes vibrantes) dont la solution, quoiqu'elle 
fasse le plus grand honneur aux geometres c^lebres qui Font 
donn^e, n'est certainement pas complette. En effet, ils ont 

r^solu l'equation aux differences partielles (-jtt)== (-^rh et 

leur solution donne la courbe ind&ermin^e qui peut etre 
form^e par la longueur de la corde ; mais ils ne resolvent pas 

liquation — /--JLj = _ |_2.| q U i est la veritable Equation du 

probleme et qui donneroit la courbe decrite par un point quel* 
conque de cette corde, dans un plan perpendiculaire a son 

axe. Liquation — j^) == _/i|Lj est la meme (arithm^- 

• On a regarde comme un trait de genie dans Mr. La Grange d'etre parvenu a 
traiter de la mecanique la plus sublime, sans figures. C'en a ete un plus grand 
d'avoir vu qu'il n'en falloit pas, En effet, traiter la mecanique algebriquemenr, 
c'etoit (dans le systeme d'algebre generalement adopte) ne la traiter qu'arithme- 
iiquement. Or l'arithmetique n'a pas besoin des figures de la geometric. 
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tiquement que liquation + ("^j" + (4l~) ; ma * s e ^ e ll * e ^ 
pas la meme relativement a la geometric descriptive. Lin- 
tegrale de la premiere est tres diflKrente de Tint6grale de la 
seconde. Elle est beaucoup plus bornee l (N°. 24,) a cause dn 
signe — qui oblige de lui donner la forme ' 

J ^^J±^^ } = ( ^^y, } . La solution qu'on 

tire de cette derniere Equation est a peu pres semblable a celle 
que Newton a donnee d'un probleme analogue, dans la 47c 
proposition du second livre de ses Principes, et qui a paru 
peu satisfaisante aux geom6tres qui sont venus depuis ce 
grand homme. Oserois-je ajouter quils n'en out pas saisi le 
vrai sens ? 

L/explication que j'ai donn^e du signe v^~i me paroit 
devoir applanir Men des difficult^ 
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